数学 小 丛书 一 智慧 之 花 
七 
(2) 


邮票 自行 车 果园 
.雨中 fj 


Tan 主编 


+, — / 
db m X UE UB s 
I r 1 ^ 
a 7% » 


ur 
" 
Les oH 


POLYA TINI COR 9402806000 000009 0009 SHE 699 890 ^90 CORTES 660b O60 


MP 
Bl cH 17 


HUS HR 


XC He Boy £8 IZ SEE LO IER] I 


fe BY d at PRI) VIE HR * rn cee Ce cee cer coe ete 


AS TSK KBr coe O08 566 BPO B CCR 0952 TES CEP EER EPR CER ETE EERE O86 Pas 


二 项 式 型 恒等式 与 超 几 何 级 数 … 


几何 平均 、 对 数 平均 及 RAEI T" 


表 整 数 为 奇 合 数 之 和 … 
条 件 极 值 的 二 阶 导 数 判 别 法 … 


一 一 _l _4 anb 
23 7A WE 9] in2=1 + 47 


3 


因子 分 解 与 素数 判定 (—) sev eee cov ccc cre cee soe nnnm cee net 
PEER J ef I rernm 


DANO! ERINA > 
farr f 8935 (C BB -- 


RES 47 届 Putnam 数学 竞赛 试题 与 解答 - 
第 三 十 届 国 际 数学 奥林匹克 竞赛 试题 及 解答 … 


“ory FB fT » [3] EA E] EB OT SE O«secuces ese nio Oso 409 005000 O90 0 


5 p peus Bi °F BRB DL SS FE BE AR en eee ree ere rer C204 
第 三 十 一 届 IMO 竞赛 试题 详解 nenn cee oor eseese (9879 
第 三 十 一 明 IMO 我 国 选手 解答 介绍 ooo con concen ene veo 002 (287) 
初等 数学 问题 (1) GRE eee nnn ene ten rtr (209) 
初等 数学 问题 (2) eene cee trennen rss nete ces ces e (S08 ) 


PÓLYA 果园 问题 ?3 
T.T.Allen 


1. IE 


T-TMERREF, 均匀 地 种 植 果 树 ， 加 果树 的 树干 
长 到 多 粗 @， 才 能 完全 遮 住 果 园 中 心 的 视线 上 6lya 和 
Szeg6 [8] ) 9 

设 所 有 这 些 果 树 都 是 半径 为 7 DEE, X. HRS 
HAA MEARE. RAPD CLR ah eee 
位 置 ) 的 坐标 为 (xy), x.y ER, HEP y «s, 
S 是 果园 的 半径 、 射 绕 是 由 原点 回 外 的 径直 视线 ， 第 一 个 阻 
EBI RARER RIRE L. 问题 是 要 确定 果 扬 的 半径 
p ,使 得 当 r5 p 时 ,在 原点 ( 即 果园 的 中 心 ) 仅 能 看 到 果园 中 的 
ABI; 当 *<0 时 ， 至 少 有 一 条 射线 可 罕 过 果园 。 显 然 ,p 是 
S Ho REX 

Polya 的 解法 是 基 TA. Speiser Bg F GAS, ESI 
的 _ 6 7. DA Hy NE By GL Pólya 9! € , R. Honsbeigen Mi fj f£ 
法 是 基于 Minkowski jfy ERO 。 但 他 们 都 未 能 求 出 e 的 


Tr 
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确切 值 。 他 们 只 证 明了 : 如 果 S 是 一 整数 ， 则 


_ i 1 
J etn pes S° C1) 


LE, o 的 确切 值 是 多 少 ? 当 8 不 是 整数 时 ，o 的 值 又 
如 何 ? 
O © O 
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图 1 7=0.25 时 射线 按 其 在 圆 上 的 终点 的 划分 图 


PRT AB OG.) HHR MAD. 
HERR, r/-h'cos0, h^ =y—x’ te0, MEL 
r’ = y/ cos Ü — x’ sin 6, 
如 用 射线 通过 格 点 (x,y) , 则 


sin 0 = y/ (x? + y?) 1/2 ， cos 0 = x/ (x? + y?) Vs, 


(x’,y’) A 
Nr & lye 
h’ > 
7 


9 
B2 EA G'.y^) 到 倾角 为 9 的 射线 的 距离 


由 此 推出 等 式 〈2a) Kr. 同样 [ub XX (2b) 成 立 。 对 
Mer’ HI RO GXH y -aretg (y’/x")) , RNA 
0 — y — arc sin (r" // x"? + yf? y. 

由 此 直接 可 得 不 等 式 (7d)。 同 样 可 推出 不 等 式 (7a)， 
(7b), (70). | 

在 本 文中 我 们 将 用 初等 的 方法 证 明 ，po =1/WA ,4 是 第 
一 个 大 于 S? AL 可 以 写成 两 个 互 素 整 数 平 方 和 的 整数 。 如 果 
SHR, WD 式 左 边 的 等 号 成 芝 。 我 们 还 将 提出 两 个 与 
之 有 关 的 问题 ， 以 展示 这 个 美丽 的 果园 的 其 它 性 状 ， 


2. 预备 知识 


考察 图 1 ， 我 们 有 : 
Oo BURA RIN TEENY, Alt, RBS eH 
一 象限 内 x>y>0, (x,y) 0,0) aaa; 
2) 只 有 圆心 是 以 互 素 的 数 为 坐标 的 圆 是 可 见 的 。 例 
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An, BoA 2,2) ngon Q.D Mini, xx 
与 圆 的 半径 * 无 关 ; 

(3) 在 7=0 的 极限 情况 下 (这 时 所 有 的 加 退化 为 后 )， 
只 有 由 互 素 整数 对 组 成 的 坐标 点 是 可 见 的 ， 它 们 是 沿 射线 最 
SEB EIL HE 


(4) 在 另 一 种 极 限 情 况 r= 时 ， 这 些 圆 相 切 ， 所 以 只 


有 圆心 在 1,0) 和 (1,1) (及 它们 在 四 个 象限 的 对 称 点 》 
BST. 

考虑 通过 格 点 (x,y) 的 射线 和 射线 两 侧 的 格 点 (x ,v’), 
《x*,y*) ， 它 们 分 别 注 足 ， 


KO) ey") BH A ee AA CA ILES 


2): 
r = (Y x= xl y) / (x? yt), (2a) 


p! = (xy — y^ x) / (x? + gy?) 1/2. (9b) 


A (Qu) F Ob) 中 的 分 子 可 分 别 看 作 是 点 (Ox'.v» SUR 
(x",y"» Wee, SS H.OXS 上 时， 它们 都 能 取 所 有 的 正 整 


数值 《为 什么 ? ) 。 因 此 ， 基 接近 射线 的 点 分 别 由 


yv’x-x’y=1, (3a) 
xty-y’x=] (3b) 

8rd. TAR AY DEE BS AE: 
regc (x8 YQ, (4) 


X (Ga) 和 (8b) WETEN oS OU g) fu o" ,g") 
分 别 是 它们 的 特 解 ， 则 它们 的 通 解 分 别 为 (kX + z' ky +9’) 
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和 (kx +" ky ey") ， 这 里 天 为 任意 整数 ， 这 些 解 分 布 在 
与 射线 等 距离 的 两 条 平行 线 上 ， 上 距离 就 是 由 (4) 式 给 出 的 极 
小 距离 。 为 了 讨论 可 见 性 ， 我 们 需要 这 样 的 解 ， 它 所 确定 的 
点 距 原点 较 (Xx,y) 近 ， 且 与 《x,y) 在 回 一 象限 中 ， 即 
OS’ <x, (5a) 
Oxy" «y, (5b) 
FÆ (5a) HN P IR] AT AF FF E — 2H pr OS OT 9 2 满足 
(38), XX JE TS ATE (3a) 的 通 解 (Kx + z^ ky +9 PRA 
解 ， 使 得 kx + c^ 落 在 每 一 个 长 为 x 的 半 开 区 间 中 。 同 样 ， 
必 有 满足 (3b) 的 唯一 坐标 对 (xX”,y”) ,使 得 y” 在 (5b) 所 给 的 
KEP. 
AjRVS TERE: BLD HS), (5) 确定 ， 半 径 由 (4) 确定 的 
两 个 圆 与 通过 点 («ASR AA). AR PER YE SU oy) 
为 圆心 的 图 上 上 一 点 相 磁 前 ， 先 碰 上 了 上 面 两 个 圆 与 射线 的 切 
HA. PIGH Pythagoras 定理 知 ,， 这 两 个 切 点 沿 射 线 到 原点 的 
距离 分 别 为 


fü 


(x5 + y”? — Vf? + yt yt? 
(x/? 4 y/*-1/(x* + y). 
参看 图 1 可知 ， 这 种 距离 的 最 小 值 出 现在 点 (x,y) = 2,1), 
(x^,9^) 2 (1,00, HU, 3X fe PR A A DFC +0 - 
1/ (2? + 1%) 1? = v. 而 由 式 (4) 知 ， 这 HE JHUJBOg E f 


=I t 
-ERKT Qe 


i 


aor me, OA aM 
a, 


D 容易 算出 ， 从 原点 到 射线 与 以 (x, 引 为 心 的 B8 45 — A 26 RS BLU E 
高 为 (XY +y?) -(G*vy)7V2 。， 显 见 ， 它 比 这 两 个 数 都 大 。 一 一 校注 
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最 后 ， 我 们 得 到 了 这 样 的 结论 ， 对 互 素 的 整数 对 x,y， 
A rL yT 时 ,以 点 (xy 芒 为 心 半径 为 r SIE SE ZIP 
条 射线 是 可 见 的 ;而 当 rc G3 y 7 时 ， 这 个 圆 则 被 完全 
HE. 


"d 


8, AN 


首先 ， 假 定 这 个 果园 是 处 处 可 仰 展 到 无 穷 远 的 。 我 们 围 
Z6 TE Jt ki BO EE HE TL— "31829 S H9 E3,. HERTE EE 
作 是 果园 里 的 一 个 圆 。 问 当 果 树 的 半径 人 = 0) 是 多 少时 ， 正 
AT Te C: CER PT BL 1 

由 (4) 知 ， 一 棵 桂 要 被 遮掩 住 ， 只 要 半径 > 等 于 从 原点 
到 这 棵 果树 圆心 距离 的 倒数 。、 因 此 ， 在 果树 生长 过 程 中 ， 篇 
能 外 最 后 被 诞 住 的 一 棵 树 中 是 长 得 最 靠近 篱 笛 的 一 棵 ， 因 为 
所 有 离 原 点 更 远 的 树 已 在 树干 半径 7 BEDI BREET. KM 
原点 到 和 湾 多 外 最 近 的 一 棵 树 的 圆心 的 距离 的 倒数 束 是 所 要 求 
mr. IR. 

FRWEHTRKETERDTERTARNKFBH, Nou 
Ay Utd DE BBA Bt. 

如 果 S 是 一 个 整数 ， 那 么 S: +1 是 第 一 个 大 于 8S: 的 整 
数 。、 在 点 (S,1) 处 总 有 一 保 树 , 它 到 原点 的 距离 是 (5? + DD”, 
PE S ES PP He YS RAE r =p = (5?+1)"! ,当然 ,还 可 能 
有 别 的 树 和 和 原点 有 相同 的 临界 距离 (5S* 1) 0. 例如, 24 S = 
50 有 时， 在 点 (50,1)，(49,10) Jt 3X aA ATR E E 14 


aos 1 " ; 


gr, 


D LRLA-HKARASRNM. —— Bog iE 


6 


”要 指出 的 是 ， 这 里 得 到 的 表示 R o= (Ste D FD 
式 的 左边 的 等 式 相同 ， 故 当 S 是 整数 时 , (1) 式 中 左边 的 等 号 
RX. v 

如 果 S 不 一 定 是 整数 ， 那 么 这 个 问题 的 一 个 更 有 启发 性 
的 表述 是 :“p 和 8 将 是 怎样 一 个 函数 关系 ?同样 ， 设 v 是 
任意 互 素 整数 ，x2+ 几 = 4， 根 据 事实 本 身 来 看 ，4 是 一 种 特 
殊 的 整数 一 一 这 种 整数 至 少 可 以 以 一 种 方式 表示 成 两 个 互 素 
整数 的 平方 和 。 假 定 4, A Asa 是 两 个 相 邻 的 这 种 整数 ， 


LÀ 
EN 


He 


lan PAM 入 S<w 和 说 有 时 ,相应 于 这 些 S 的 临 


界 半 径 PHIM EP = Go, RAVI RES 


的 第 一 棵 树 芍 树 心 到 原点 的 距离 Dd 。 另 一 种 证 法 是 ， 当 
I/V As Sr <1/V hi 上 时， 可 见 的 最 远 的 树 的 圆心 距离 原点 
ÄV A s 因为 距 原 点 v 4,141 的 树 在 半径 7=1/ VA BEELUE 
EO 

图 3 按 a 的 递增 大 序列 出 了 4=x? +r MAS. B 
中 这 些 连 线 是 表示 每 一 襟 树 恰好 可 被 离 原点 较 近 的 另外 两 各 
BERE. 65 和 73 是 两 个 相 邻 的 1 iB. ARE 65 是 第 
一 个 可 以 用 两 种 方法 表示 成 也 素数 对 平方 和 的 数 。 因 为 
1/V T3 <r <1/ vV 65, BLL. UL Be WE (8, DM (7,4) 
(以 及 它们 在 四 个 象限 的 对 称 点 ) 处 。 如 果 + 宇 1/ 65, 它们 
就 同时 消失 于 视野 。 假 如 我 们 以 区 间 w61 和 SS< V65 内 的 任 
一 值 s 为 半径 围 一 个 篇 管 ， 那 么 可 见 的 临界 半径 是 >=p 
= 1/65, 


4 ED% 
如 果 我 们 始终 保持 沿 一 条 射线 注视 生长 着 的 树 ， 我 们 将 
看 到 哪些 树 呢 ? 


我 们 把 这 条 射线 的 斜率 tgo 展 为 连 分 数 ， 如 果 p.73. 是 
ENT 阶 渐 近 分 数 ， 那 么 我 们 知道 ， 对 于 射线 的 斜率 tg0 3 
说 ,p,/9。 EMAAR) PREF, POR ae ARE, 

(D Beet bd, ERU ANH hi ry 是 互 素 的 ， 译注 
@ 例如， 在 《2,9) =BG, DIER A Ea, y = 2,1), 2", 9”) = (1,0) 
处 的 树 让 住 ， 即 满足 (3a) , (3b) 的 两 个 解 。 一 一 校注 
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也 就 是 说 ( 见 Hardy 和 Wright 91 zz #81810), ， 如 果 n1, 
0<q<q, H p/q2cp./4,, Wi 


| Ip, - 4,t&0| Ip — qtg6l. (6) 


RULES RH, OMB: AG. PER 
方向 CHI y 轴 方 向 ) 到 这 射线 的 距离 比 任何 所 说 的 点 ap) 
到 这 射线 的 距离 要 短 。 这 些 沿 坚 直 方向 的 距离 就 是 图 2 中 的 
那些 h， 我 们 把 在 射线 上 方 的 记 为 ,在 射线 下 方 的 记 为 
h". (6) AHA wa lal se co39 ,就 给 出 了 这 些 点 到 这 射线 的 生 直 
距离 r 的 表示 式 。 因 为 cos 在 第 一 象限 为 正 , 这 样 ， 定 理 的 
£i legt EI A T3XUe3E EH IB BECZIRIBUS SR LER O.P box 
些 点 (4:p) RESTE XS RE NET. 

我 们 知道 g, <a,’ PO Ae REM: MATAR n, 
点 (gp DEAR, INA. An dub Br dm Te 
FÉ. vpn BE 

"S(QuaiisDnuasis (das DD s (Qu 21 Da c1) , *** 
BS ae Eo n BRETT BT ZR AR HX RT RUBBER IB. 

tgo Ed PER, WALS AC) Bey OL ETTJAH 
都 是 有 限 的 ， 因 为 当 >=0 时 ,我 们 只 看 到 一 个 格 点 。 这 里 要 
所 出 钨 是 ， 所 展 成 的 有 限 连 分 数 的 正确 形式 必需 是 其 最 后 一 
项 系数 〈 即 最 后 一 个 部 分 商 ) 一 定 要 取 大 于 1 ， 否 则 ， 由 简 
单 的 计算 就 可 表明 ， 太 分数 的 倒数 第 二 、 三 个 新 近 分 数 所 给 
出 的 两 个 点 是 等 距 地 位 于 射线 两 倒 ， 而 仅 有 接近 原点 的 那个 
圆 是 治 这 条 射线 可 见 的 。 人 例如， 者 21/16 的 连 分 数 展开 式 取 


O KFETRNMANS He: PRS Chie ATM, RAT 
Ng CHE RD (北京 大 学 出 版 社 ) 。 一 一 校 者 注 


39[1,3,4,1], "EE AE 1/1,4/3, 17/13, K 21/16, 4B 
沿 tg9=21/16 R R BALG, D, (8,4) KR (16,21) 为 圆心 的 
圆 ， 所 以 我 们 应 取 连 分 数 展 开 去 21/16 =L1,3,5). 

E tgo 是 无 理 数 ， 它 的 新 近 分 数 和 可 见 树 的 数目 都 走 无 
限 的 。 例 如 , 当 斜 率 tg0= (45 - D/2 时 ,对 于 r 委 1/2, 可 见 
圆 序列 可 以 看 作 是 递减 的 半径 r 的 函数 , AE Fibonacci 
序列 (1,1) ,(1,2) , 2,3), (3,5), (5,8), (8，13) 等 等 。 应 该 指 
出 的 是 ， 除 非 这 些 果 树 交 又 . WN rec 5 + 1)? +2?) 71” 
<:0.53， 不 然 ， 在 点 (0,1) 处 的 树 治 这 条 射线 是 不 可 见 J 的 (为 
什么 ?) 。 


5. 音标 树 的 可 见 性 
设 x,y 是 任意 互 素 数 对 , 满足 r>Y>0, X, = (0,0). 
我 们 断言 : 位 于 这 点 处 的 圆 当 "短文 时 ， 在 下 面 给 出 的 不 等 


式 的 交集 所 确定 的 角 域 中 是 可 见 的 〈 角 8 表示 和 正 向 * 轴 的 
KH): 


y . 
0 Zarc 1g- 一 十 are sin aia pir ‚o<r<r* (7a) 


} 
g«.are tg% — arc sın r'zrcr) (7b) 


r 


6>arc tg — arc sin 0sr<r, (To) 


r 


if 


Jy 
0>arc ig, + arc sin -y 75 i rr’, 


(x? +y 
(7d) 
10 


dip Ge u^) ey”) 满足 (3) 式 和 (5) 式 ， 
Oe (x2 + yb 73, 
mepoex0)te yty TË, 
= [xe (y +y TÈ, 


《2 的 证 明 不 能 得 到 这 一 结果 。 我 们 需要 证 明 ， 圆 心 在 
(0 和 (的 圆 不 但 决定 了 完全 诞 拓 DA 06,10 为 心 的 
圆 的 临界 半径 ， 而 且 还 决定 了 上 面 所 断言 的 部 分 遮掩 这 个 
In] 63 Pr f8 RE. 


(xt x/,yt yl) 


图 4 fa] to FE Cr, yg) ar’ y) CHEE Ga) 5 (06a), 
半径 为 了 =7 IM BYEZ fu] imp os 3 


MA 4 可 以 看 出 ， 圆 心 在 (x, WM’ gO ODA, Sen 
Week r=rt 时 ， 与 通过 (x+x’ ,y+y ) 的 射线 相 切 。 超 过 
这 个 临界 半径 时 ， 前 一 个 圆 就 从 上 方 侵占 了 后 一 个 网 的 可 见 
ME BOE (x*,y*) G*/x*y' /x ) 的 圆 是 与 此 无 关 的 ， 

考虑 图 4 给 出 的 图 形 ， 应 用 公式 (2)， 我 们 得 到 ， (x,y) 
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$1 x^ DER * SEER by Pech et x ,y+y BS 
射线 的 两 侧 ， 因 此 ， 当 ?二 ?r+ k, ROF y) ir A a E 
部 都 是 可 见 的 ，(7a) 给 出 了 可 见 这 个 圆 的 射线 的 角度 的 上 界 
(在 图 2 89D HAR, RIT G0, eR A r3 TER). Am; 

M rtetrecr Bp, -SALLE C’ ,y AAD PAH St £x 2€ 
和 图 4 PRR S BUD Bp PESE RE eB). Alk, 

EA (x,y) HA LE BBE BB AY HE ER. (X^, ) 到 这 
枫 形 中 所 有 射线 的 距离 都 小 于 27+。 满 足 条 件 yt/x* vix 及 
Qxx'«x 的 其 它 扩 (XJy*) 到 这 健 形 中 的 射线 的 距离 都 大 于 


A 
nn 
gum. 


Th Sah 
o, we (Q3 ae. 


Tu 


3o 
T 


e 4s 
2 


t 


e 


1/2 
图 5 角 的 区 间 ( 在 这 范围 内 不 同 的 圆 是 可 见 的 ) 是 圆 的 半径 的 函数 
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2r+， 因 为 所 有 格 点 与 通过 (x’ +x,y’ e MARR r* 
的 整数 倍 。 在 区 闻 [0,X) 内 只 有 吕 (X ,0 在 这 射线 的 上 方 且 
恰好 相距 六 ， 因 此 ， 当 一 委 r<< mt, (7b) M Æ 给 出 这 个 可 
见 角 域 的 上 界 部 分 的 充分 必要 条 件 。 间 样 的 讨论 可 应 用 于 以 
Cx" IrDA TI RER TROU, rid (Te) , (7d) 就 给 出 
了 这 个 可 兄 角 域 的 下 界 部 分 。 
企图 5 中 ， 纵 坐标 识 边 的 字母 相应 地 表示 圆心 所 在 的 位 
年: 
a(2,5), b(8,40, ©(4,5), d(6,5), e(5,4, 
74,3), 87,9), 4(8,5), 16,9, 7(7,4, 
k(7,3), 165,2), m (8,3), n(3,D, 0(7,2), 
P(9,2), 965,1), r(6,D, S(7,1), 48,1), 
“(9,1). 
我 们 对 足够 多 的 (x, 四， 把 相应 于 它们 EM h (7a) 8 074) 所 确 
4E Br Tb re feb Ee A p PATRAS 7-6 EREI OS Dix. 
是 然 ， 每 一 个 下 素 数 对 (x, 力 将 在 这 ?-0 平 面 上 占有 一 块 区 
iR, x,y >it, CITATEN 于 9 平面 。 


Rex RAH, ETT eS AIR H RI UL PER] 
题 ， 这 个 问题 是 出 双 神 经 原 ( 例 如， ETC BEBE ZO RIRO 
HJ -- ERA ED LL. XXFRLLADER LAE Ed ER (例如 ， 
TR dE B BE LY) Pe R az 9 t o Pr — SES BE 型 。 解决 这 
个 问题 的 方法 和 本 文治 出 的 很 禄 似 。 例 如 ， 一 个 类 似 图 5 的 
图 抽 述 了 如 何 依 据 两 个 振荡 如 之 闻 的 相互 作用 强度 及 它 和 的 
晶 然 周期 之 比 ， 来 优 得 一 个 振荡 器 在 另 一 个 振荡 器 周期 和 的 有 
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理 倍 数 上 同步 ， 并 指出 了 这 种 同步 追踪 能 如 何 有 效 地 抗 干 


iL. 


L1] 


L2] 


[5] 
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POLYA 的 解答 


下 面 是 文献 [6] 中 关于 果园 问题 的 解法 ， 是 该 书 的 第 239 
题 。 所 用 符号 的 意义 和 本 文大 致 相同 。 

问题 设 S 是 正 整数 。 设 每 一 格 点 (p,9) 是 半径 为 7 的 
贺 的 圆心 ， 且 满足 不 $ NISP t Pa, WR r EaD 
则 存在 从 (0,0) 到 无 穷 远 的 射线 ， 这 些 射线 与 上 面 所 述 的 小 
网 不 相 磁 (此 时 ， 有 果园 称 为 是 透亮 的 ); Ar =172 时 ， 这 些 图 


i4 


THU), PTE, r 足够 大 时 ， 这 样 的 射线 将 不 存在 。 说 f+=P 
是 划分 这 两 种 情形 的 临界 值 (即使 果园 是 透亮 的 极限 值 )， 那 
么 我 们 有 

1/VS?+1<p<I1/S, 


FEX (G, Pólya, Arch Math, Phys, Ser, 8, 27, 135 
(1918); method of proof given here by A, Speiser). 

RRI O, D 是 本 原 格 点 ， 如 果 CEMA IN 
(简称 可 见 的 )， 即 在 联结 (0,0) 和 (p,9) 的 线段 上 没有 其 它 的 
格 点 .容易 证 明 ; 格 点 (p,9) 是 本 原 的 充 要 条 件 是 0,0 互 素 (为 
ITA? >. Bev-qu=al, MA 00,0 , (u,v) Pe, H. 
它们 由 一 个 面积 为 1 的 平行 四 边 形 相连 (另外 两 个 顶点 是 (0， 
0 fü(o -u,q-v). REIR U DER OME BR, (0,0) 
EU VD) BER DAR TEMS (00 出 发 的 那 条 对 角 线 称 
为 是 这 个 相连 平行 四 边 形 的 对 ff 线 。 如 果 (p,q) , (uy) B8 
连 平行 四 边 形 的 对 角 线 长 为 4， 则 (Pp,9) , (u,v) SI 角 线 的 
距离 为 1 /4 (为 什么 ) 。 每 个 本 原 格 点 有 无 穷 多 个 左 邻 点 ， 它 
们 均匀 地 分 布 在 一 条 直线 上 (为什么? )， 

(1) (1,0) 和 (SS -1,D0 是 相 邻 的 ， 它们 的 平行 四 边 形 的 
对 角 线 长 为 VS:+1。 如 果 这 条 对 角 线 的 延长 线 和 一 个 p- 圆 
相交 ， 那 么 只 需要 考虑 以 (1,0) 和 (S — 1,1) 为 心 的 圆 ， 故 0 之 
l/v s? +1, | 

(2) H+ y*zS? PEL EE AS JE. UR RESET APT 
Hexe HJ 7c 9l ck (0^,9/5, Alp’ * p,9' +9) 已 在 加 x* - y? x 


@ 请 读者 自己 写 出 给 定 的 本 原 格 点 (p,9) 的 所 有 左 侣 点 ， 并 证 明 相 邻 的 两 
个 左 邻 点 之 间 的 距离 为 vp:+g*。 一 一 校注 


45 


S" 外 。 在 同样 的 意义 下 ， 设 (p7 IDB’ 92) 的 最 远 的 左 邻 
Ao O”, nE O 0 ) 的 最 远 的 左 邻 点 ， 等 等 。 这 样 做 在 二 
步 ， 比 如 说 7 步 之 后 ， 我 们 就 得 到 具有 这 样 性 质 的 (2'”， 
m, P,O O ,9 ) 的 相连 平行 四 边 形 ，(p ,9 ) 与 (p”， 
q”) 的 相连 平行 四 边 形 ,…， EA pt- U qD) E (pt, 409) 
的 相连 的 平行 四 边 形 合 在 一 起 ， 完 全 覆盖 了 贺 yx. 
(0,9) 和 (Pp ,9 ) 的 相连 平行 四 边 形 的 对 角 线 长 天 于 S， 间 且 . 
(^ 4°) fa G0 到 这 对 角 线 的 距离 小 于 1/S。 因此， 从 原点 
(0,0) 出 发 的 每 条 射线 部 被 以 (p,9),(p ,4 ) see, C07 9 ) 
为 圆心 ，1/S AR ZH ET, "xx Hop AR 
Scb EAEUEPS al BS KAP<VS. 


CLUE, GR) 
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自行 车 问题 < 


D.E.DAYKIN 


下 面 的 老 问 题 是 很 有 启迪 性 的 : 

设 静 置 自 行车 的 脚 路 曲柄 处 于 铝 直 位 置 ， 如 果 底部 的 脚 
路 被 轻 轻 地 向 后 推动 ， 问 自行 车 将 向 那个 方向 运动 ? 

力 的 作用 所 引起 的 脚 踪 转 动 ， 与 我 们 骑 车 时 的 情形 是 一 
致 的 ， 因 而 大 多 数 人 会 回答 : “当然 向 前 ! ”但 只 要 他 们 推 
车 到 大 街 上 一 试 ， 就 会 发 现 自行 车 是 向 后 运动 的 。 这 就 有 赵 
了 。 人 们 引入 摩 榨 力 、 力 偶 、 和 牛顿 定律 ， 甚 至 还 要 计算 齿轮 
的 齿 数 ， 想 对 事情 作 些 解 释 。 其 实 道理 如 下 所 述 ， 简 单 明 
T. 


自行 车 速度 go 
pc me 


推 杆 


HRERS ro-go 


图 1 


,—,mur 


(QD The bicycle problem, Math. Magazine, 45 (1972) » D1, 
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如 图 1 Bras. Bey GE AS Zsrh HERRN AEH o. 
如 果 自 行车 的 传动 比 为 9 ， 那 么 自行 车 相对 于 地 面前 进 的 还 
度 为 99。 此 外 ， 如 果 是 脚 蹲 的 旋转 半径 ,由 于 脚 器 是 在 它 
的 最 低位 置 ， 所 以 脚 路 相对 于 地 面向 后 的 速度 是 rw- go, BE 
然 脚 路 是 力 的 作用 点 ， 其 运动 不 会 与 力 反 向 。 换 句 话说， 如 
MIB SEC - 9)o 三 0， 那 么 运动 就 是 向 后 的 。 因 此 或 者 
r>9H0>0, R#r<g 且 o% 委 0， 或 者 >= 9g9。 但 前 面 已 指出 
自行 车 的 速度 是 gw， 并且 ODO, MUM w>>0 时 ， 自 行车 向 
Biz), 当 o<0 时 ， 自 行车 向 后 运动 。 普 通 的 自行 车 <<9， 
自行 车 向 后 运动 。 注 意 到 如 果 r= g， 自 行车 将 在 不 稳定 的 平 
衡 状 态 中 保持 静止 ， 因 为 脚 跨 的 速度 为 零 ， 力 也 不 能 做 功 。 

为 进一步 启明 这 种 情形 ， 我 们 考虑 在 一 张 桌子 上 放 上 单 
个 的 车 轮 ， 使 得 它 与 桌子 的 边缘 在 一 个 铅 直 平 面 上 ， 假 设 车 
轮 有 一 个 固定 的 径 向 长 推 村 ， 它 可 以 从 车 轮 的 中 心 垂 直 悬 挂 
到 桌子 水 平面 下 方 。 如 果 我 们 推动 长 杆 使 车 轮转 动 ， 轮 子 与 
桌子 之 间 的 接触 点 将 是 瞬时 静止 的 ， 所 以 轮子 转动 的 方向 取 
决 于 推 这 长 杆 的 位 置 是 在 桌面 之 上 ， 还 是 在 桌面 之 下 。 
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编者 按 这 两 篇 文章 是 过 论 人 在 雨中 行走 时 尽 
量 减少 挨 淋 的 问题 。 第 一 篇 文章 出 现 了 一 些 技术 性 
的 钳 误 ， 第 二 篇 文章 作 了 纠正 。 现 在 ， 我 们 仍 完全 
按 原样 译 出 ， 目 的 在 于 让 读者 更 清楚 地 看 到 ， 为 了 
把 一 个 实际 问题 抽象 成 数学 问题 ， 应 如 何 抓 住 问 
题 的 本 质 ， 使 建立 的 数学 模型 与 实际 问题 尽量 没有 
原则 差异 。， 有 兴趣 的 读者 ， 在 读 守 了 第 一 篇 文 慢 之 
后 ， 可 以 尝试 一 下 ， 去 寻找 其 中 的 错误 。 


雨 中 f° 


M. Deakin 


摘要 AEA PE OOD Te, AR 
想 在 走 过 一 段 固定 的 距离 之 后 ， 身 上 被 淋 湿 的 部 分 尽 可 能 地 
少 ， 那 末 他 应 以 什么 速度 前 进 呢 ? 一 般 说 来 ， 应 该 是 跑 得 越 
快 越 好 ， 但 并 不 总 古 这 样 ， 


1, 问题 


下 着 连绵 的 雨 ， 放 雨丝 征 平行 的 。 一 个 人 必须 在 雨中 从 
4 走 ( 或 跑 ) 到 已 。 他 没有 带 企 , 因 而 要 寻求 前 进 的 速度 (4)， 


mA ee et 


中 Walking in the rain, Math. Magazine, 45 (1972) , 246— 
253, | 
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na «hh iat RC Fm. ae ote ee Ze 


GREE St ENG RATED. RIER u 的 最 佳 值 。 

Sei 3r RUM RT. Bei 是 方向 4B 的 单 
位 向 量 ，& 是 方向 朝 上 的 单位 向 量 ， 并 令 i= hx iD 。 假 设 
两 点 的 大 小 和 形状 都 是 一 样 的 ， 落 下 的 速度 是 Vr， 并 BEE 
度 是 Vr Qoi + WAAL A RG Ris). AMERRE 


V=V,(wi+Wj-k), C1) 
利用 Vrs AÑ IRRE u YARA 
uU=XVer, (2) 
因此 相对 于 此 人 的 雨 速 是 
Vrea =Vr{ (w-x)i+wi-k}, (3) 


我 们 把 人 设想 为 一 个 长 方 体 ，6 Mp A: 
前 面 (或 后 背 )， 一 侧 ( 取 右 侧 ) 及 顶部 。 设 它们 的 面积 分 别 是 
A, NA ke EA, 


2. m2 
淋 在 关 顶 上 的 症 量 正比 于 面积 cA R EX H RAIN EAS Inl 
量 Ly php RUA TAR REAR PR RE Rike RAT 
l 


re se nn 
—Ó—— —— mua ee da 


因此 ， 蒋 在 顶部 的 坪 量 正比 于 


A 
v(w-x)?+W?:+1° 


— M— 


D 这 是 向 量 积 ， (Gjk 构成 右手 系 。 
20 


— M !Á—À 


mas 


类 似 可 得 ， 沙 在 右 便 表面 上 的 雨量 正比 于 
o "AW 
V (w-x) +W? +1" 
Uc TET HD o B PAT A ARE, BEEF 
| Alw- x| 


V(w-x):+W°+1’ 


Hi 28 [ELSE A 29 29 EA. ANE EA, Bi TS a A Jr eK 
ACE e B TRES 8s 4H IR] HI 35 — FR, 
于 是 ， 落 在 人 号 上 的 总 霜 量 正比 于 
P+|w-x| 
VO n” 


其 中 
PzEernW, (4) 


-1-W*, | (5) 
落 在 人 身上 的 总 和 雨量 正比 例 于 单位 时 间 落 在 他 身上 的 雨 
量 ， 且 与 人 的 速度 成 反比 


carr | 
d, ~J 


FOO — NL + [wx] _ ( 
^^ xv n? + (w— x)? 6) 


成 正比 。 我 们 称 FCO) A REAK” > TER F(X) 的 最 小 
fü. 
3. 走 进 雨中 


如 果 雨 向 一 个 静止 不 动 的 人 的 前 面 柳 来 ， 则 ww 是 负 的 。 
我 们 发 现 ， 在 这 种 情形 时 ， 重 新 定义 w 使 其 为 正 可 以 更 方便 
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Yy+(w-x 
PQ) = ae (7) 


XV n? + (y — x)?" 
容易 证 明 ， 对 于 x>0( 这 是 我 们 感 兴趣 的 区 EO, FC) 
是 单调 递减 国 数 。 因 此 当 x Nu REAR RKB, F(X) 最 小 。 
从 而 ， 进 入 坪 中 的 最 好 的 策略 是 跑 得 尽 可 能 地 快 。 


4。 走出 十 区 


w 守 0 的 情形 导致 直接 由 (C6) 式 给 出 的 函数 F(x)。F' (x) 
在 x=w 处 不 连续 。 按 此 速度 前 进 ， 人 不 管 是 人 的 背部 还 是 前 
部 ， 都 淋 不 到 丽 。 比 这 个 速度 快 ， 入 就 超过 十 点 ， 从 而 前 部 
挨 淋 。 比 这 个 速度 慢 ， 人 的 背部 仍 挨 用 淋 。 


Fate 
F(w) = , (8) 
F’(w-)= --L Q9), e 
F' (w+) 9 L4 - 9), (10) 


注意 到 FP’ w- Ae HH. BE, Anu RP’ (w+)>0, El 
w>P, Wx = wE. we pwr Bee PIA 
别 讨论 ， 且 分 别 记 为 情形 1 和 情形 2，。 
5。 当 x 较 小 时 (x) 的 变化 
当 x 过 w 时， 
22 


bc i 


P wx 


F(x) = xv/ni i (wox)? 1 (w — x) 2e 


RIZR, PEE WOE BG A RMA turning 
point), FAS FOOFESF’ (x) = 0 得 方程 
- (Sw + 29) x* 4+ 3w (0 + 10) x — (n? 4 107) V+ Ww) — 0, 
(11) 
由 Descartes 符号 法 则 @ ， 这 个 三 次 方程 或 者 有 1 个 或 
44 3 个 正 根 且 没有 负 根 。 令 YY=zUz-x， 得 | 
y* -- 20 y* - w9y + n*(9 ww) =O. (12) 
由 Descartes 符号 法 则 ， 它 有 工 个 负 根 ， 而 且 或 者 有 2 个 正 
根 或 者 没有 正 根 。 这 两 个 正 根 ， 如 果 有 的 话 ， 出 现在 我 们 感 
兴趣 的 区 域 中 ;这 当 且 仅 当 方程 (2) 有 3 个 根 ( 指 实 根 一 一 译 
省 和 注 ) 有 时 才能 发 生 。 应 用 三 次 方程 的 判别 A 条 件 ， 可 以 发 现 
当 


(9G) > 3895 «Burt entr eu) | 


3 
BAUR 3 个 根 ， 整 理 上 式 得 
I 5m3 192 5 16 5 + 32 n? 5 4. = 2 
e pe 4 40 
g "* 7259. *543 ^ *33 "^ ^ tg YP 
4. Swing! + ntp? + 09wn*9 + n*w?, (13) 


QD REWER, SWAB) = 0 的 正 根 的 最 多 个 数 等 于 系数 变 号 的 次 
数 ， 而 久 根 的 最 多 个 数 等 于 f( 一 $) = 0 里 的 系数 变 导 次 数 。 一 一 译 者 注 
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Se a sc eee S A IR c es eo oe aeri ee coc d Ren cm c on 


和 如果 (13) 式 成 立 ， 则 必 有 


1 


4 
— w3p3> 
3 


Pe (14) 


其 中 不 等 号 右面 的 项 是 (13) 式 中 不 等 号 右边 的 第 五 项 。 条 件 
(14) 可 化 简 为 


vL, 
AN 

~ 41 +W)? 

e+nw ^" 
因此 
(i +W 
1074 mini Liw), 

ap 


8/], fe\? € 
(hs) -) (15) 
这 里 及 以 后 ， 我 们 取 值 

£—0.00, | 7—0.33, Vr~8.9408m/s。 (16) 
He V: 的 值 由 气象 站 的 同 傣 提 供 ， 甚 它 数 据 由 作者 测量 而 
fi. FEA CLO) TE 

ww —20.1*, 
HI, Ay T MIS eR IE O s) 里 有 最 大 值 和 最 小 值 ， 要 
求 风 速 在 宇 方 向 的 分 量 超 过 178.816m/s。 我 们 排除 这 种 可 
能 性 ， 因 为 这 不 更 实 。 
ES Ub o d e A UAE BREA 16 (0,0) EARE. 
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6, 情形 1 | 

这 种 情形 表示 条 件 w<g?。 也 就 是 说 ， 一 个 人 站 在 雨中 ， 
HAA, WRAY BELLY Ss. 

exu, WA 


D+ 一 ty 


F(x) = x nia me (17) 
类 似 于 前 一 节 的 分 析 得 到 方程 
y* +29y? + wey — n?(w — 9) = Q, (18) 


其 中 y-x-w, 

感 兴趣 的 区 域 是 y 六 0， 在 应 用 到 情形 1 的 条 件 下 ， 方 程 
《18) 在 此 区域 中 没有 根 。 因 此 在 此 情形 N, An R x>w, N 
F(X) 无 最 大 值 或 最 小 值 。 

于 是 ， 对 于 所 有 x* ，F(X) 是 单调 递 减 的， 因 mi Ri 
再 一 次 得 到 ， 最 好 的 策略 是 跑 得 尽 可 能 地 快 、 


7。 情形 2 


1876 2 ， 即 一 个 人 站 在 两 中 ， 脸 朝 i Ai, FOU ADP 
的 情况 比 顶 部 及 右 侧 严重 。 方 程 (18) 再 一 次 被 应 用 到 这 和 神情 
E, BERRIEN, AMARTE., AY 当 xo 
时 PCD 一 0， 所 网 这 和 本 文 开 始 时 提 到 的 考虑 是 一 致 的 。 这 
种 情形 时 F(X) 的 图 形 见 图 1， 

存在 唯一 的 点 X= XX 使 F(X) = FC(w)。 令 针 =w+Y， 我 
们 求 得 
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Im A ee ee ©... A" A un 3 Doc 


F (x) 


ih 


QO w X | x 


图 1 AR 2 (>p) Ag Fo) HEH 


PIY? + 2w9*Y? + (n*9* + w*9? — win?) Y — 2won*Qw ~ 9) - Q, 
Hy Discartes 符号 法 则 ， 它 只 有 一 个 正 根 。 ae? 
在 区 域 w<x<X 中 的 速度 xx 应 该 不 用 ， 因 为 如 果 按 这 些 
速度 前 进 ， 则 淋 到 十 会 比 该 淋 的 还 要 多 。 最 佳 策 栈 的 确定 视 
此 人 所 有 具 有 的 最 快 的 步行 (或 者 更 确切 地 说 是 跑 ) 速 度 而 定 。 
如 果 此 速度 大 于 X， 则 他 应 以 他 的 最 快速 度 奔 跑 。 但 是 ， 如 
有 末 他 的 了 最 快速 度 小 于 X， 则 最 好 是 放 慢 速度 直到 仅 把 头顶 及 
石 侧 作为 挨 淋 的 靶子 一 一 即 ， 试 图 “在 雨点 之 间 ” 行 进 ， 
用 (16) 式 中 的 数据 并 假定 最 大 可 能 的 行进 速 谋 是 
8.9408m/s( 即 x =1)， 我 们 用 计算 机 来 研究 这 种 情形 。 当 W 
在 0 和 3 之 间 取 值 时 ， 对 在 ,1 中 的 一 些 w 值 , 方程 (19) 可 
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以 被 解 出。 使 方程 (19) 的 解 等 于 1 — e M vo AE 很 容易 得 到 
的 。 记 此 值 为 w。( 即 w 的 临界 值 一 - 译 者 注 )。 因 此 有 可 能 得 
到 w。 和 W 的 关系 图 ， 这 在 图 2 HRH. 


图 2 wet MWK RHE. Bw = pH Fyi ER 


GHA w>w., WE RED RK AE IR EY A SR 
— 3, YA, bedEw> i, KAN MAM eRe. 

EEp<w<w METZ, Ax =w 得 到 极 小 值 ,如 果 图 省 事 ， 
这 值 也 可 以 认为 是 实际 的 最 小 值 (x - D. 


8, 灵敏 度 分 析 
学 虑 妃 外 两 种 可 供 选 择 的 策略 。 一 种 自然 的 策略 是 在 每 
一 种 情形 中 取 x 等 于 它 的 最 大 值 ， 男 一 种 更 高 级 的 策略 将 在 
本 文中 勾 划 。 我 们 要 比较 这 两 种 党 略 的 效果 。 除 了 情形 
| W, LW] 
以 外 ， 这 两 种 策略 是 相间 的 ， 因 此 这 种 情形 将 单独 考虑 。 
27 


如 本 采取 目 然 的 策略 ， 则 相应 的 潮湿 函 BE FC. fH 
如 果 执 行 高 级 的 策略 ， 由 方程 (8) 得 潮湿 函数 是 /(nw), & 


R =, (20) 


AUR KR AAR, REETERM 25 wd. DU 如 ， 如 来 
R=2, WW ERI B ARR ALS BER EFA 
KA eR MH A, SESE. 

用 计 昔 机 分 析 前 面 研究 过 的 情形 .所 得 结果 如 图 3 所 示 ， 
用 办 曲线 R=1 必然 和 图 2 中 的 有 曲线 w=w。 相 同 。 这 提供 了 
计算 精确 度 的 有 用 的 检查 。 由 这 两 种 方法 产生 的 曲线 检查 了 
涉及 到 的 精确 度 的 极限 . (为 了 更 好 地 展示 更 感 兴趣 的 临 刘 上 曙 
线 在 图 3 中 仅仅 画 出 了 这 条 曲线 的 一 部 分 。) 


O 0.2 0,4 06 0,8 1.0 W 


图 3 RsSpw RW RE. ui ed R17 HO 
wezw.EitW-08Ws2.852.18 HARE w= 1 组 成 的 
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MAREA, HFW., S B EATER eB 25 
罚 是 相当 严重 的 ， 因 为 这 时 在 w-W 平面 上 表示 出 的 区 域 中 ， 
RELI 1 大 得 多 ， | 

当 W 增 大 时 ， 采 用 高 级 策略 的 重要 性 变 小 ， 而 且 对 于 较 
大 的 WW 值 ，R 非常 接近 于 1。 例如, 当 WW=2 时 , RBA 
刚好 超过 1.025。 这 些 值 相 应 于 有 一 股 相当 大 的 风 。 但 是 ， 
也 许 正 因为 这 样 ， 所 以 它们 与 分 析 问 题 的 关系 不 大 ， 

要 选取 的 x 的 有 价值 的 值 ， 是 那些 使 淋 湿 函 数 取 极 大 值 
的 值 ( 见 图 1 ) .这 正 是 使 得 R 取 最 大 值 的 原因 。 一 个 人 几乎 
不 可 能 有 意 去 选择 一 种 走 或 跑 的 方法 为 了 得 到 这 个 最 大 值 ， 
但 他 如 跑 得 尽 可 能 地 快 ， 兴 许 会 不 自觉 地 达到 这 个 最 大 值 。 
正 是 这 种 情形 ， 对 于 任意 给 定 的 内， 得 到 了 有 的 最 大 值 。 


9 » 总 结 


前 面 ， 我 们 分 析 了 一 个 人 在 雨中 行进 的 简单 模型 ， 也 许 
是 最 简单 实用 的 模型 。 对 于 这 个 模型 ， 通 常 的 解答 是 跑 得 越 
快 越 好 。 采 取 这 种 方法 ， 一 般 可 以 使 被 淋 湿 的 部 分 最 少 。 但 
是 ， 如 果 这 场 两 下 得 使 这 个 站 在 雨中 痊 朝 前 进 方向 的 人 主要 
是 后 背 受 淋 , 那 末 存 在 风速 的 一 个 变化 范围 ,对 于 这 些 风 速 ， 
这 一 方法 将 无 效 。 这 时 最 好 的 方法 是 使 人 的 速度 和 风速 的 分 
量 相同 。 如 果 风 的 横向 分 量 不 大 ， 则 跑 得 尽 可 能 地 快 的 这 种 
自然 的 策略 产生 的 结果 是 ， 淋 湿 的 程度 将 4 倍 于 采用 较 高 级 
的 方针 。 当 风 的 这 个 分 量 增 大 时 ， 两 种 策略 之 间 的 差别 将 逐 
渐变 得 不 明显 。 


CRE IE, ARRE) 
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"RB P47” [open EO) 38 390A EO 


B.L.Schwartz, M Deakin 


在 较 早 的 一 篇 文章 里 ,作者 之 一 研究 了 下 面 的 问题 ， 
一 个 在 雨中 走 (或 跑 ) 的 人 ， 应 采取 何 种 最 佳 策 略 ， 使 按 淋 
最 少 。 本 文 改 正 那 篇 文章 中 的 技术 性 错误 ， 同 时 简化 和 推广 
文章 中 所 获 的 结果 。 记 号 及 专业 术语 与 [1] 中 的 相同 ,但 为 了 
完整 起 见 ， 在 本 文中 再 叙述 一 过 所 需 的 定义 ， 使 本 文成 为 一 
篇 独立 的 文章 。 


模型 | 

设 i 是 AB 上 的 单位 向 量 ; k 是 方向 朝 上 的 单 位 向 量 ， 
J =&Rxi。 假 定 雨 是 密度 均匀 的 液体 ， 以 速度 VRP, FR 
PREJ V v (wt + WI) 的 水 平方 同 的 风 吹 动 。 于 是 ;从 地 面 
b-PAE RGA, BRHUGHEJÉ Vp wi+Ws-k) RAD 
度 是 以 zx， 其 中 的 x 是 要 去 求 的 。 因 此 , 相对 于 此 人 的 雨 速 
Æ Vr (w-x)i+Wj ~k), 把 人 设想 成 一 个 长 方 体 ， 六 个 面 
Ha RK: RBA ES, ARAM, ART. IM 
分 的 面积 分 别 为 A,nA 和 eA, 

© Walking in the rain,reconsided, Math. Magazine, 46(1973) ， 


212—216, 
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i iat a Be 

单位 时 间 淋 在 顶部 表面 上 的 雨量 正比 于 面积 AREF 
直 于 该 表面 的 雨 速 的 分 量 。 因 此 落 在 这 个 人 头顶 上 的 而 量 正 
比例 于 eA。 同样 地 ， 效 在 侧 表 面 上 的 BRIELLE IAW]; 
洲 在 前 部 或 背部 的 雨量 正比 例 于 Ailw 一 x|。 最 后 两 个 表达 式 
中 出 现 绝 对 值 号 ， 是 因为 在 4 个 竖 直 的 面 中 ， 只 有 2 个 面 受 
到 雨 淋 ， 宅 们 视 WW 和 (x 一 w) HASTE. 

因此 ， 单 位 时 间 里 落 在 一 个 人 身上 的 总 雨 量 正比 于 6 + 
WI -|w-x|2ot|w-x|, KrBo-ecnlWi., 

4 一 个 人 从 A 走 到 B 时 落 在 他 和 喘 上 的 总 丽 量 和 单位 时 间 
里 落 在 他 身上 的 雨量 成 正比 ， 并 和 他 的 行进 速度 成 反比 一 一 
即 ， 和 


p+|w-x| 
x 


F(x) = (1) 


成 正比 ， 我 们 称 了 (x) 为 “ 淋 湿 函数 ”. 
这 在 形式 上 和 圭一 篇 文章 中 相应 的 表达 式 不 同 。 那 篇 文 
前 中 在 分 母 上 错误 地 包含 了 因子 vV (wx)? + Wed, 


站 观 的 检验 


下 (x) 的 先前 (不 正确 ) 的 表达 式 ， 具 有 这 样 的 性 质 ， 当 
x 充分 大 时 它 变 得 任意 小 。 这 就 意味 着 ， 如 果 一 个 人 能 达到 
足够 大 的 速度 ， 则 淋 在 他 身上 的 雨量 能 少 到 他 和 希望 的 任何 水 
ME, ER, KEDR. 因为 不 管 他 以 多 快 的 速度 从 4 走 到 
B， 也 不 可 能 眶 探 这 样 一 些 雨量 ， 这 些 十 构成 一 个 楼 柱 ， 其 
长 轴 是 线段 AB, 截面 等 于 人 的 截面 。 而 这 个 十 量 是 正常 数 ， 
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i ' m nun toons 


Ay By HELE. 

而 在 前 面 给 出 的 F(x) AQIE WARD RAR, 4 x 变 得 很 
大 时 ， 它 接近 于 一 个 正 的 极限 值 1 ， 因 此 它 就 通过 了 这 人 一直 
观 的 检验 。 


Bx EE R EE 


RATER Foo 的 最 小 值 ， 注 意 到 函数 FOO 的 导数 在 
x= w 处 不 连续 。 
F’ (x) = (p +w)/x?, x<w (2) 
及 
F'(x)-—(9—w)/x', x>w, (3) 
B, muB PRD BE OR EP MEINE. Fx) 
SPE TARR RF 0 和 也 的 相关 的 值 。 如 果 pw, Mj FO) 
对 所 有 的 工 是 单调 递减 的 〔〈 见 图 1 ) ,从 而 对 这 个 人 来 说 ， 跑 
得 尽 可 能 地 快 是 他 的 最 佳 傅 略 ， 
另 一 方面 ， 如 果 9 委 见 ， 则 了 (在 = 纪 处 有 最 小 值 ( 见 
图 2 ) 。 在 这 种 情形 时 ， 这 个 人 应 以 速度 x= 纪 行进 《如 果 他 
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能 做 到 的 话 ) AMER TIER, MRR BR— 
侧 受 淋 。 如 果 他 的 速度 不 能 达到 ww， 即 不 能 达到 风 的 速度 ， 
则 他 的 淋 温 情形 正 处 于 F(x》 曲线 上 的 单调 递减 部 分 ， 从 而 
骨 一 次 地 ， 他 应 跑 得 越 快 越 好 ， 


MEFE 
判定 是 还 是 不 是 以 最 快速 度 奔 跑 要 视 是 否 >w ME. 

an y<w, Bil 
sAn W] cw, © (4) 


则 取 好 是 使 行进 速度 和 风速 的 有 关 分 量 保持 一 致 .不 等 式 (4) 
定义 了 ww 平面 上 的 一 块 区域 ， 对 于 它 ， 这 一 策略 是 最 
佳 的 。 在 图 3 中 ,这 一 策略 利用 “ 实 ? 变 量 太 Vy 和 2Yzr 画 出 ， 
€, FAV INTEL EICHE 
中 给 出 : e=0.06, 7=0.33 wv, WVr=3wVr- 3.6 
BR Vz = 8.9408 m/s, \ 

将 这 些 值 代入 不 等 式 

(4) 得 
|IWV | <guV yr - 3.6, 
(5) 

判定 法 则 可 以 简化 为 ， 如 时 
PERE Vr rw, W) 的 终点 落 在 
图 3 的 画 线 区 域 中 ， 则 这 个 
A ELAR E w fyi nRa 
能 的 活 ) 。 人 在 所 有 的 其 fiti 
JE , TE SML IDE REMY AJ, 


oS 


DOTT TU Neo RE ARNa EE idée nn (LB dpi Soo aeneis AH s Rad LOHN ES UE ND ME TS ACUMEN RENE UR aa ey 


ARE TUI 


设 Y<w， 但 此 人 仍 以 尽 可 能 快 的 速度 奔跑 。 KA TR RENS 
情形 可 以 用 淋 湿 函数 值 F(X) KRE, ERX EIN eR Kk 
E, EX 
F(X) 
Fi(w) ° 
RR 将 用 于 量度 如 果 采 用 自然 策略 而 不 是 较 高 级 的 策略 所 受到 
WEN. RIRBE X —w 的 和 情形， 鉴于 在 其 它 情 形 时 两 
种 策略 的 间 题 并 不 出 现 ， 

将 (1) 代 入 (6) 得 

_y+A-w W 


È 
X p? 


由 此 显然 可 以 发 现 ， 当 了 RER, BART ERY R 
(E AE A o WMA eI RE, BA Ww HOM AH, Zech 


R= (6) 


js DUET 
w 一 W 
R= (14) 
m 
A=9w-e 
HREBRAUB, HRAUT 
(X +E)? 


Rmax 一 4X & e 


由 在 上 一 篇 文章 研究 过 的 情形 ，: =0.06 及 X=1， 得 到 R 的 
最 大 值 为 4.68。 从 而 在 这 完 爹 可 能 发 生 的 情形 下 ， 一 个 人 如 
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GAT EL RS, PEP ARERR, ma- TAME 
BE. EREESNEHR, IRA A Bea BY 
4 偿还 要 多 。 


结束 语 

我 们 证 明了 ， 纠正 上 一 篇 文章 [1] 的 分 析 中 的 技术 性 错 
误 能 简化 分 析 但 并 没有 严重 地 改变 结论 。 修 改 后 的 分 析 提供 
了 求 |x! 型 消 数 的 最 小 值 的 一 个 有 理由 接受 的 且 似 乎 答 合 实 
际 的 讨论 ， 这 对 于 初等 徽 积分 的 教师 们 可 能 会 有 一 些 用 处 ， 
本 文中 内 含 的 简化 猜测 了 更 符合 实际 的 模型 的 可 行 性 ;例如 ， 
也 许可 以 将 十 都 恰好 在 同一 个 方向 上 落下 来 ， 或 者 都 有 同样 
光速 度 这 样 一 些 假设 减弱 。 然 而 ， 我 们 还 没有 作 这 种 推广 的 


VF inf PR. 


25 X 献 


217 M.A.B.Deakin, Walking in the rain, Math. Magazine, 
45 (1972, 246—253, 


CREE, BAR BBD 
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BR Sz fo] EC 


Ronald Alter, Jeffrey A, Barnett 


BUHEETEHLELAREN ASKER, MIRAA k 
PE AD ER ES, PRA AR k ERAS 
Be nen, 使 得 你 手 尖 上 的 邮票 能 够 分 别 组 成 值 为 1,2， 
,7 的 各 种 邮资 (每 次 组 成 不 得 超过 h 张 邮票 )。 男 外 , RY 
满足 这 个 条 件 的 所 有 由 * 种 整数 面值 构成 的 集合 ( 称 之 为 解 
集合 )， 

通常 地 ， 我 们 在 上 述 的 解 集合 中 加 入 面值 为 0 的 邮票 。 
XX FR, mp mE rp d A CE RT alc SR SEI T S e S E A 
张 邮票 。 例 如 ， 当 4 和 =2 及 k=3， 则 n=n(2,3) 28. HAS 
H9 IE — 5E 0r 25 (0,1,3,47 ( 解 集合 中 的 整数 表示 邮票 的 而 
(D. 。 而 值 分 别 为 1,2，…，,8 的 邮资 可 如 下 构成 ， 

1=0+1, 2=1+1, 3=0+3, 4=0+4, 
5=1+4, 62343, 7=3+4, 8=4+4, 

解 集合 未 必 都 唯一 ， 可 以 有 许多 。 比 如 ，n=n(2,6) 
= 20, 它 的 解 集合 有 5 个 : {0,1,2,5,8,9,10},{0,1,3,4,8,9， 
11},{0,1,3,4,9,11,16},{0,1,3,5,6,13,]4}， 及 {0,1,3,5， 
7.,9,10). 


(D A Postage Stamp Problem,Amer, Math, Monihlg,87 (1980), 
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NEM ; Auer Hec 
me ano eam nest Ve Meus IA pe CERA pae S NC TE one A 


wk, ‚k) =k 且 相 应 解 集 合 10,1; ,Kk},ndh,1) = 
h 日 相应 解 集 合 为 {0,1}。 Stöhr HH, Henrici 23, 及 Sta- 
nton 等 人 “31 独立 地 给 出 | 


n(h,2) « LO Gk - 1/4], 
其 中 Lx] 表 示 不 超过 x 的 最 大 整数 。 如 果 为 奇数 ， 则 它 的 
唯一 的 解 集合 是 | 0,1, 荆 人 + 3) |， 如 果 & 为 偶数 ， 则 存在 两 


个 解 集合 ， lon ao /&10,1,2.4+0). 
其 它 情 况 中 仅 当天 = 3 时 有 一 个 几乎 使 问题 解决 的 解 ( 即 
n(h,k) 的 上 下 界 很 接近 ) Hofmeister un 证 明了 


41, 2,, 66 
+ hh? —ı<neh, 
81^*3 tat Sh U3) 


4.4.2 71 1 
Lk AR + h -.— 
>58] 3 27 8l 


(h 7234), 
其 下 界 在 A=0 (mod 9) 时 达到 。 Klotz 21] 及 Henrici H2) 也 
分 别提 到 过 相似 的 、 但 较 鸭 的 下 界 。 
1936 4, Rohrbach sn 对 固定 的 及 足够 大 的 天 得 到 
(k/h)y*<nch,k) xck^ /hp TO OD., 
其 下 务 的 证 明 走 构造 性 的 ， 而 上 和 的 证 明 则 是 平凡 的 。 因 为 
和 二 IT) 个 不 同 元 素 所 组 成 的 重 数 不 受 限 制 的 多 重 集 的 全 部 


@ i Be Fe 4) 20s 符号 Oqi,y,)) AA A OB I, Yo), 
它 满足 条 件 ， 存在 一 个 正常 数 C0， 使 得 j9 yy, [ROCF (ry, ), 
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t i Nr nl aee Hoi mi ad "LLL 
A rua cns NERIS cade qe cales te menn sog cease ect caa pam n 
ac ox , H 


| k+h k+h . | 
nase, ) Bib, nau , )-1. 这 里 所 以 要 
减 1 是 由 于 要 排除 所 取 张 邮票 的 面值 都 是 零 的 情形 。 

Hofmeister (Ul xr ik| 19, P.112 D FAR. Widecker 的 一 
个 未 发 表 的 结果 

n (hk) > (4/3) ^?! (8/7) Vh - 318731722 (k/h) ~ O (kh-1), 
癌 样 导出 了 上 述 著 名 的 下 界 ,Hofmeister( 见 文献 [19,P.104j》 
还 对 固定 的 K>3 及 足够 大 的 给 出 了 相应 的 上 下 界 : 
EA DRIN RE + Ohh!) 
<n (hk) SAS /kq roch"), 
Rp h=2, Rohrbach 发 表 了 一 个 非凡 的 上 界 


n(2,k) «La ~ 0.00160 k* + Ok), 
2 


此 后 ， HR 得 到 Klotz [297122] 的 改进 。 他 将 0.0016 推 
进 到 0.0369, 

Moser [2'] , Riddell 99! Salié 135! 及 Moser 和 Riddell [28] 
i^y Ei f op Ha Rh WA LAD LIFE. UNTER 
Ry k Tb. BS ALR EA BIDS Moser FA CH, 
文献 L290 BT RAT 

Ich 
n(h,k) « (1- Un) rs 


$k 5,20.0221, K 6^,50.0115. b^, 24 ABB bp = 
(1.02/ 005^, 4 h 28i b5b,-(.1/00)^, ix BSd = 
cos (n/h) / (2 + cos (x/h)), 

Richard K Guy 曾 提 出 ,对 于 充分 大 的 ,nd,k) 可 由 有 
限 个 关于 站 的 六 次 多 项 式 来 表示 。 例 如 ， Stóhr 所 给 的 k=2 
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的 解 可 以 表 成 
n(h,2) = (h? (3-30) h  d)/4, 
其 中 e= d=h(mod 2), Guy X4 k - 3 R h>20 hy ICE 
n (h,3) = (4h? + 54h? + (204 +3C,)h+d,)/8l, 
Ar h==r(mod 9), HC, 及 d; HERA: 


r= —-4, — 3, 一 2， 一 1,0,1,2,3,4， 
Cr=0,1,3,0, -2,0,3,1,0, 
d, =46, — 8l, -], 170,0,62, - 26; 0,- 154, 


邮票 问题 由 来 已 久 。 然 而， 我 们 所 能 找到 的 有 关 这 问题 

的 最 时 文献 是 Rohrbach I, 一 些 邮 票 铝 题 的 特殊 形式 曾 
出 现在 一 些 趣味 数学 及 其 它 科普 书刊 上 。 请 参见 Sprague 
142 ,问题 18]，Gardnerm"3, 上 问题 4.， 及 Legard "^", 

与 解决 n(2,k) 有 和 密 团 关系 的 一 个 问题 是 通过 解 集合 的 成 
R ZEKER Bl 1,2, e-,n, Miller °°) 及 Leech 123} fi i£ 
了 这 一 问题 。 

Alter 及 Barnett U! fy Rk Tn (2,k) 问题 在 计算 机 的 变质 寄 
存 器 的 最 优 分 配 上 的 一 个 应 用 。 Hargraves €! X 288 T 5— 
个 应 用 。 为 了 设计 可 联 贮存 器 的 最 佳 接线 图 ， 他 利用 了 关于 
nh, kh 的 解 集合 。 

BS. PPAR RA Nk) 的 算法 都 是 关 下 站 及 天 
的 指数 型 算法 。 需 要 在 计算 机 上 花费 数 千 小 时 ,以 得 Fl nh, 
kbA. R 1 列 出 了 除 能 由 简单 表达 式 给 出 的 值 ( 亦 即 h=1 
或 =1,2) 之 外 的 所 有 已 知 的 mn(4,k) 的 值 ， 这 里 所 给 出 的 值 
B o Æ k R E Stohr", Henrici?  Lunnon t5, 
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Seldon [3940] Phillips 832, [174 Alter 和 Barnett !! 上 和 的。 后 
KR, £5 nb RR, XX MES Stanton 2 A 421) Heimer 
和 Langenbach UU 给 出 ， 另 外 ， Henrici M337 4k=14, 
ee 18 BE nO, KE) HA o> 50239 80,92,104,116, 128。 他 获得 
这 些 值 所 用 的 工具 是 一 种 未 加 证 明 的 修 枝 式 的 经 验方 法 。 因 
此 ， 在 更 可 信和 的 方法 被 采用 之 前 ， 这 些 值 应 该 被 视 为 是 一 个 
FE. HEKSA, n,k Mie John A. Bate 计算 的 .十 
分 感谢 他 允许 我 们 在 此 发 表 他 的 这 些 数据 ， 


xx! 已 知 的 n(h,k) 的 什 


N 
pot 8 4 8 6 7 8 9 10 11 12 13 
NS »»:: aaao 
2 8 12 16 20 26 32 40 £46 54 64 72 


3 ' 15 24 86 52 70 93 121 154 
| 


69 168 345 


13 | 259 873 
14 | 302 1094 


九 种 特殊 情况 的 研究 值得 注意 。 Wegner 和 Doig "I 
索 了 对 称 的 村 面值 集合 。 设 = {ao =0<a, «a, HE —f 
票面 值 之 集 。 我 们 称 Y 是 对 称 的 如 果 ?7 PBA TCHS MT 
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k 15 16 17 18| 19; 20 22} 23| 24] 25 | 
E k) | [im A476 648, 638 714 | 805 | 902 | 1012 | 1127 | 1254 | 
C mb 2 BEE lm Cmw| u| s a | 
ne. I je 167 1678 84120102188 2 2082 | 2584 | 2801 | 3020 | 3256 | 
EM d 37 FIT ja a E 43 27 | sl ue | 4 | 
| C3, ssogs77a 043 1926 45284941 [5272 | 5606 ; 5960 | 6334 


构成 的 序列 具有 回 文 性 ( 即 顺 读 与 倒 读 一 样 )。 我 们 已 经 知 
id, EXK=10 之 外 ， 均 存在 2(2,k) 的 对 称 解 集 合 。Rohrbach 
(所 文献 37) 证 究 了 对 称 集合 的 一 个 限制 类 , 且 由 此 导出 了 
fi. d er AR. 
Henrici 92) 去 挤 所 有 ai 人 0 的 限制 ， 他 找到 7n(2,7) 的 
一 个 解 集合 {一 1,2,3,4,10,11,12,15}， 并 声明 n(2,7) 的 值 
为 27。 而 表 1 给 出 的 值 却 是 n(2,7) = 26。 注意 ， 该 声明 是 
正当 的 。 RAR 不 算数 的 0 元 
素 ， 所 以 正规 的 结 术 是 0,1， 26,， 而 该 声明 的 结果 是 1,2, 
07。 放下 在 新 的 条 HT ‚Henriei 对 n (2,10) 找到 一 个 对 称 
是 唯一 ) 的 解 集 台 { —1,1,2,4,8,12,10,20,22,23,95) ,能 
"» 面值 直 从 0 到 48. iX EIN -1 2 FRE 
————— 
Alter (Barnett) XP hz k 时 出 了 一 个 很 有 意义 的 下 界 ， 
HU n(h,5) Efan- Eh f, ALA 1 A Fibonacci #, 
自从 Rohrbach 首次 捉 出 邮票 回 题 以 来 ， 我 们 朝 着 求解 
方向 已经 取得 了 巨大 的 进展 。 尽 管 如 此 ， 仍 有 许多 关键 问题 


4l 


尚 待 解决 。 
问题 1 nO, B; FF eB A Dect? 我 们 所 已 知 的 
最 好 的 上 下 界 之 间 的 差距 较 大 ， 未 尽 人 意 、 显 然 ， 只 要 没有 
找到 nh,k) 的 简单 表达 式 ， 总 会 有 改进 上 下 界 的 余地 ， 
12 在 nh,k) 与 n(k,h) 之 间 是 否 存在 简单 的 联系 ? 
问题 3 ”作为 上 和 上 天 的 函数 hk), 相应 的 解 集合 之 重 
Be ( 即 不 同 解 集合 的 数目 ) 是 什么 ? 
问题 4 设 vV={a,…,2x}， 且 定义 n(h,v) 为 最 大 的 整数 
n 使 得 所 有 整数 1 ,2,…,n 都 能 够 表 成 不 超过 4 个 的 4ai 之 
A. WBA, nh, 可 否 有 一 个 简单 的 表达 式 ? 注意 


n(h,k) =maxn(h,v), 
YEU, 


其 中 U, 是 由 所 有 天 种 不 同 面值 之 邮票 集 构成 的 族 。 

对 nh,9) 的 认识 ， 必 然 对 改进 1(, 有 的 估计 会 有 巨大 
的 帮助 。 我 们 所 已 知 的 下 界 便 是 通过 对 Ui 的 限制 使 得 Ch, 
2) 很 容易 表示 而 获得 的 。 

[RES 设 {a1,…,ax} 是 nt,k) 的 一 个 解 集合 。 那么 ， 
a, 的 上 下 界 是 关于 及 天 的 一 个 什么 样 的 国 数 ? 相对 于 ai， 
an 的 数量 级 是 什么 ? 

问题 6 假如 允许 有 负 票 面值 和 分 数 标 面值， 则 nk) 
将 会 是 什么 样 的 呢 ? 

问题 7 ” 当 关 和 天 为 何 值 才 存在 对 称 解 ? 

问题 8 ”是 否 存 在 求 %(4,k) 及 相应 之 解 集 合 的 多 项 式 - 时 
间 的 算法 ? 

参考 文献 目录 中 包含 了 几 篇 文中 未 提 到 的 文章 。 由 于 邮 
票 问 题 的 提 法 有 好 几 种 ， 且 有 关 问 题 的 名 目 介 多， 这 就 使 得 
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我 们 搜集 文献 的 工作 变 得 异常 的 困难 。 早 在 1955 46, Stöhr 
CHR 44 D BRS Bh Ae PE TE. 


M.L.V.Pitteway X R.K. Guy 帮助 我 们 搜集 了 许多 文中 
提 到 的 文章 ，N.Coldman 也 帮助 我 们 翻译 了 EICH. TER 
特此 一 并 致谢 。 
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初等 数学 问题 的 魅力 


P R. Scott 


本 文 将 介绍 一 些 数学 观念 ， 它 们 是 初等 的 ， 容 易 为 业余 
爱好 者 所 接受 ， 但 是 要 彻底 把 它们 搞 清 楚 ， 却 需要 有 广泛 而 

首先 我 们 观察 一 块 方形 的 木板 ， 上 面条 有 布 成 正方 形 机 
格 的 钉子 (至 少 在 澳大利亚 这 种 装置 被 用 作 几 何 的 示 教 板 )，。 
绕 着 钉子 绷 上 一 根 橡皮 筋 就 能 构造 外 各 种 各 样 的 多 x2 JE 
图 1 )。 有 两 个 基本 概念 需要 涪 明 :, 平面 上 的 整数 格 是 指 有 
整数 坐标 的 点 的 集合 ， 格 多 边 形 是 短 一 全 顶点 为 格 点 的 多 边 
形 。 

"ipu. 这 些 格 多 过 有 形 有 什么 性 质 ? XT EXEE 
现 了 什么 好 的 结果 ? KERLE ET? 


1. Pick E 

或 许 最 著名 的 结果 是 .Pick 在 1900 年 所 发 现 的 定理 。 

定理 ” 设 P 是 一 个 简单 有 的 MEH WAN) BRAWE, 
在 边 上 有 8B 个 格 点 ， 在 内 部 有 J 个 格 点 ， 则 了 的 面积 


A(P) = ZB+1-1. 


ee a —X 


——— 


@ The fascination oí the elementary, Amer. Math. 
Monthly, 94 (1987) + 759—768, 
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价 如 在 图 1 中 ， B=10, /=1, i ACP) =5, 
在 Coxeter 的 + (H ciet | 
L3Jj) 中 有 这 个 定理 的 证 明 ， 它 

分 成 两 部 分 ， 

(1》 如 果 I=0， 并且 B= 
3 ， 则 这 是 一 个 内 部 没有 格 点 
的 格 三 角形 ， 以 后 称 之 为 初等 
三 角形 。 显 然 ， 对 于 初等 三 角 | | 
WT, Pick 定理 是 正确 的 ， 此 四 1 


时 A(T) = 

(2) 上面 的 面积 公式 是 可 加 的 。 它 的 3x18 是 dE: 如果 
Pick AE X] T dit e XP Pis P: WL, mE P1, P; A 一 条 公 
HR, MM Pick 定理 对 于 去 挥 公共 边界 所 得 的 格 多 边 形 Pl + 
Ps 也 是 成 立 内 (图 3)。 


SWI 
M 2 图 3 
因为 每 个 格 多 边 形 都 能 由 初等 三 角形 构成 ， 因 此 通过 归 
纳 法 利用 上 面 的 (1) , (2) 便 可 证 明 Pick sg gg, 
49 
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定理 等 价 于 证 明 ， 在 格 多 边 形 忆 中 ， 包 含 的 初等 三 角形 的 个 
数 
NCP) =B+r+2I-2, 

事实 上 到 这 一 步 格 就 成 为 多 余 的 了 。 因 为 对 于 有 B 个 边 
界 点 ， 了 个 内 点 的 一 般 的 三 角形 前 分 ，N(CP) 恰 好 是 把 己 分 
成 互 不 重 登 的 三 角形 的 个 数 OLA 4). 

进而 可 以 证 明 关 于 N(P) 的 痢 分 公式 等 价 于 著名 的 Euler 
ON X 

V~E+F=2, 


其 中 V,E,F 分 别 是 一 个 平面 图 形 的 顶点 数 、 边 数 MAR. 


HA 4 BD =, l=2, N(P)=8 图 5 


探求 这 些 关系 的 有 一 大 批 人 ,其 中 包括 Funkenbusch !*! , 
Gaskell, Klamkin 和 Watson’, | HaighU?!, Honsb— 


erger 12), Liu 391, Niven fj] Zuckerman"*!, Varberg P% , 


Jl 


DA A.M. Yaglom 和 和 1. M.Yaglom [33] . 


2. ESE 


各 边 都 相等 ， 且 各 顶 角 都 相等 的 多 边 形 称 为 正 多 边 形 。 

正方 形 显然 是 一 个 正 多 边 形 ， 同 时 是 一 个 格 多 边 形 (图 
。 一 个 有 趣 的 问题 是 : 

当 n HENS, FEREZ AÉ? 

在 Scherrer [fj — FR KA WICH US 中 2 ENEE 
的 答案 .Hadwiger ,Debrunner #1 Klee 的 《平面 组 合 几 何 学 》 
一 书 对 此 作 了 叙述 。 

任意 一 个 格 多 边 形 边 长 的 公式 为 S= wp2+9 ,其 中 Pp,4 
是 整数 。 根 据 面 积 的 讨论 立 助 可 知 等 边 三 角形 不 是 格 多 边 
形 。 这 是 因为 ， 如 果 格 等 边 三 角形 的 边 长 为 S$， 则 面积 应 为 
M3 S:/4; 其 中 S* 是 一 个 整数 。 又 由 三 角形 面积 的 行列 式 
公式 ， 格 三 角形 的 面积 必须 是 有 理 数 ， 这 是 一 个 矛盾 。 因 此 
烙 等 边 三 角形 不 可 能 存在 .同样 的 论证 也 排除 了 格 正六 边 形 。 

Hu EnlIB5, neto. 假定 存在 格 正 4 边 形 ， 设 
顶点 为 P1, Pos Pa 的 多 边 形 是 其 中 尺寸 最 小 的 一 个 。 分 别 
把 这 些 顶点 平移 格 向 量 PP,PPos",PıPs 得 到 的 仍然 是 
一 个 格 正 7 边 形 ( 见 图 6)， 但 是 它 包 含 在 原先 的 格 正 7 边 形 
的 内 部 ， 这 与 极 小 性 假定 相 了 矛盾 。 因 此 正方 形 是 唯一 的 格 正 

Parsons 和 Truran 2% 给 出 不 存在 格 等 边 三 角形 的 循环 
HEB, Klamkin 在 [14 .中 曾 征 求 、 并且 收 到 了 不 存在 以 等 边 三 
角形 格 为 顶点 的 正方 形 的 证 明 .Ballt 指出 对 于 整数 格 能 构 
造 凸 等 边 格 n(n 之 3) 边 形 的 充 要 条 件 是 7 为 偶数 Honsber- 
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5 


near” 


ger 9 TPH RS n= 4Fin=8 C7 bt. 等 角 格 n 边 形 才 存 
在 .关于 格 多 边 形 的 内 角 也 有 一 些 已 知 的 结果 ( 见 文献 [8]， 
L18). 


图 6 图 7 


3. SUR 


考虑 一 个 凸 的 格 多 边 形 ， 在 边界 上 有 8B 个 格 点 ， 在 内 部 
有 了 个 (之 中 格 扩 。 如 果 让 内 部 格 点 数 了 保持 不 变 ， 而 让 边 
LHI BB MR BCE Se, FFA ERE, RR 
可 以 达到 这 样 一 种 状态 : 如果 再 让 8B 增 大 就 会 破坏 多 边 形 的 
山竹 。 现 在 对 于 有 给 定 的 (I 之 0) 的 西 格 多 边 形 ， 命 BB 就 是 
xx FER GE FIR US ER. 

Scott 28 和 Coleman [TE 
明了 对 于 三 角形 有 B2 +7, H. 
SP S DOS ES] 8 中 的 三 角形 (或 与 
之 等 价 的 三 角形 ) 成 立 . FAR 
奇 的 是 这 样 一 个 简单 的 结果 ， 在 
An RS 4E CH — E R 0E A A 
Hi. Coleman 对 i n MIETE 
TARR HE wl, BS2l+1l0-n, 


X n=3 时 这 已 经 是 最 好 的 估计 式 。 但 当 ” 增 大 时， 这 个 数 
值 可 能 太 大 T. Ehrhart'! 证明， 任意 一 个 边 数 之 5 的 山 格 
多 边 形 必 包含 一 个 内 格 点 

Willst?], Weaver 1 和 Scott bm 已 得 到 关于 凸 格 多 
边 形 的 进一步 结果 。 


4, 非 简 单 多 边 形 


Ehrhart (9 24 H1 Pick 定理 的 一 个 简单 推广 ， 以 适用 于 具 
A *ZuDEd4 hy Be pix. ReeveUU £t 出 了 一 个 更 有 趣 
的 在 非 漳 单 多 边 形 情形 的 推广 。 对 于 多 边 形 P 假 定 : 

a) 如 末 P 的 两 条 边 相 交 ， 它 们 的 交点 是 每 条 边 的 一 个 
puri. Tl ifn zeta A; 

(b) 每 一 个 边界 点 属于 包含 在 已 中 的 一 个 非 退 化 三 角 
JE 

(c) 《由 所 界定 的 面积 ”是 指 从 “PP 的 外 部 ”出 发 、 
经 过 奇数 次 跨越 边界 所 能 达到 的 区 域 的 面积 之 和 (图 9 ) 。 


A(P) = Bel +k, 


k=-x(P) tX (8P), 


X(P)=V-E+F, 
x (GP) =V-E, 
函数 xX(P) 和 Xx(90P) 分 别 是 区 域 和 边界 的 Euler 示 性 数 VE 
和 下 分 别 是 顶点 数 、 边 数 和 实际 的 面 数 。 例 如 ， 
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VY | Pl % 


ZAE 
AT A LU 


(a) (b) (c) 
H 9 
B I LCP) X (OP) k ACP) 
图 7 8 4 1 0 -1 7 
#19 (a) 5 0 1 -1 -总 1 
Rgb) 8 0 1 -2 -2 
BI) 22 3 -1 -2 -4 14 


HFV=B, SPH CP) ,X (9P) 的 表示 式 代 入 4(P) 的 公 
AP, RIME EJ Pick 定理 的 有 趣 的 推广 ， 


ACP) ->E +I- F, 


对 于 简单 多 边 形 ，E =B，PF=1， 上 式 就 成 为 Pick 定理 。 
Hadwiger fg Wils 9, Rosenholtz 9) 已 经 研究 过 这 一 面积 
AX. 

5. 高 维 模拟 


至 今 我 们 已 在 四 个 方面 考虑 过 格 多 边 形 AIO. REA 
54 


然 要 问 这 些 想法 能 否 推 广 到 高 维 悄 形 。 


pick SEHE 
图 10 图 11 


有 -~ 个 反例 说 明 在 三 维 空间 中 与 Pick 定理 类 和 似 的 公式 
一 定 不 会 成 立 。 考 虑 画 在 图 11 中 的 以 (1,0,0) , (0,1,0) , (1， 
1,0) #0(0,0.k) (KE 2) 为 顶点 的 格 四 面体 。 对 于 这 个 四 而 
体 B=4,， I =0， 人 和 体积 随 k 的 选取 而 变化 ， 因 此 不 可 能 用 B 
TH I1 来 表示 格 四 面体 的 体积 。 

Reeve P3 用 一 种 巧妙 的 方式 克服 了 这 一 困难。 让 工 表 
ARR, Lane 2*) 表示 点 为 x*/n 的 子 格 ， 其 中 xEL。 例 
On Lo EA (a/2,b/2,0/2) MHRA, Habe 是 BR. wR 
P 吓 一 个 格 多 和 面体， 在 其 边界 和 内 部 总 共 包 含有 的 TT 个 格 
点 ， 包 含 LAD T. su. TERGASR LAS LN BARR, 
包含 La Ba PHS, IBA PARR VCP) 为， 

2(n-1)n(n+1)V(P) 22(0T,-nT) - (Ba-nDB). 

正如 Reeve 所 说 的 那样 ， 这 种 公式 的 存在 性 或 许 比 公式 
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本 身 更 有 趣 。Reeve 给 出 了 他 的 结果 包括 非 简单 多 面体 在 内 
的 一 个 推广 ， 并 且 猜 测 在 四 维 情形 成 立 的 一 个 公式 。Mac- 
Donald!) 由 此 建立 了 对 于 任意 维 数 的 格 多 面体 的 一 般 第 
T. 

格 正 多 边 形 的 研究 能 从 两 个 方面 进行 推广 ，(a) 可 以 问 
一 个 格 正 多 边 形 能 否 被 谋 入 到 足够 高 维 的 整数 格 中 去 ? Kla- 
mkin 和 Chrestenson 19 发 现 的 一 个 充 要 条 件 是 多 边 形 具有 
3,4 或 6 个 顶点 。(b) 考虑 在 三 维 空间 中 格 正 多 面体 的 存在 
TE. Ehrhart 59) 证 明正 二 十 面体 和 正 十 二 面体 不 可 能 十 格 正 
多 面体 ， 其 它 三 个 正 多 面体 能 容易 地 被 适当 安置 在 格 点 上 
(图 12) 。 和 正方 形 一 样 ， 立 方 体 既 能 够 “ 正 ” 的 也 能 “和 斜 ” 
的 放置 在 整 格 点 上 上 。Sirk6zy ©) 确定 了 对 于 7 的 不 同 值 ， 
nxnxn 立 方 体 的 所 有 可 能 的 放 法 。 在 文献 [28j 中 Scott ir 
恰 有 三 个 半 正 多 面体 可 以 作为 格 多 面体 。 


"ly e XE XBx2IT70U»0E& WES ET 
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推广 到 高 维 情 形 。Hensiey UU 证 明了 对 于 一 般 维 数 中 的 格 多 
出 体 类 似 不 等 式 的 存在 性 , Zaks, Parles, Wills 941 Ay Wills [82 
得 到 一 部 分 结果 。 这 表明 这 是 一 个 困难 的 问题 ， 

bod Wee Reeve 引进 子 格 的 概念 能 够 用 来 得 到 平面 情形 
的 Pick 定理 的 田 一 种 形式 。 对 于 平面 上 的 子 格 Ln,Ln， 关 
THIDE PIWA: 


A(P) =: Ps tin —-X(P) + on (dP) |, 
A(P) = eg Bm t In — X (P) + 5X (ØP) Jt 
因为 Euler 示 性 数 是 拓扑 不 变量 ， 因 此 XY(P) 和 YXY(OP) 与 
格 的 选取 无 关 。 消 去 X(P) ,Xx (9P) 得 到 
1 fl 
A(P) ugs - Ba) T Um 7 19) |, 
特别 当 n=1 (恰好 是 整数 格 } 和 m=2 时 ， 有 


ACP) =3{ B-B) + (fo — L) l. 


这 个 公式 对 所 有 格 多 边 形 P SEE. 
通过 这 些 观察 我 们 认识 到 有 许多 有 趣 的 数学 问题 正 待 解 
决 ， 关 键 前 常 在 于 能 够 提出 恰当 的 问题 。 
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关于 抛物 线 反 射 性 质 的 证 明 ” 


ROBERT C. WILLIAMS 


抛物 线 的 一 个 重要 性 质 是 ， 从 抛物 镜 的 焦点 处 发 射出 的 
光线 ， 经 镜面 反射 后 成 为 平行 于 抛物 线 轴 的 光束 。 这 一 事实 
“SRT: 设 忆 是 抛物 线 上 的 任意 一 点 。 用 直线 连接 抛物 线 的 
焦点 已 和 点 尸 并 过 已 作 平 行 于 抛物 线 轴 的 直线 占 ， 则 它们 与 
气 物 线 在 已 点 的 切线 L PrSERS fj o 和 P 相等 ( 见 图 1 )。 


BR ` 
-=e D (x,,-c) 9-7? 
图 1 


(D A proof of the reflective property of the parabola, 
Amer, Math, Monthly, 94(1987)s 667—668. 
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E dX Pp AEA AA? BP, X4 PE EB 
(或 者 指导 学 生 去 证 明 ) 都 是 通过 麻烦 的 三 角形 分 析 去 证 明 
tga = tgB 米 完成 的 。 本 文 给 出 一 个 更 接近 几何 直观 的 简短 证 
有 明 , 其 中 用 了 一 点 微 积分 这 一 证 明 并 个 是 新 的 ( 见 文献 [1]， 
P .94 一 95) ， 但 它 确 实 鲜 为 人 知 。 

如 图 所 示 ， 设 抛物 线 的 方程 为 y=x?/4c, 焦 点 是 F(0,0)， 
HERA Y= —¢. PR Y) 是 抛物 线 上 一 点 ，4 EXE P REDE 
行 于 抛物 线 轴 的 直线 ，is 是 过 已 点 且 与 曲线 相 切 的 ER. 
D(%,-O#4 SRR, EL EFD 的 交点 ， 


则 直线 h ARRES (利用 微 积分 ) 而 FD ARE, I 


x 


kKENEHEH. BIAIFP|l= |PD|， 故 直角 三 角形 FEP 和 
DEP 全 等 。 从 而 有 B= 人 FPE = 人 人 DPE =a,。 
容易 验证 EE 点 在 x HH, 
2 5 X KR 
[1j C.Smith, An Elementary Treatise on Conie Sections, 


Macmillan, London, 1885, 


CX) Bi, AFTE) 
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代数 基本 定理 的 证 明 ” 


J.L. Brenner, R.C Lyndon 


代数 基本 定理 是 说 每 个 非常 数 的 复 系数 多 项 式 在 复 平 面 
内 都 有 零点 。 对 于 这 个 定理 ,已 经 有 许多 证 明了 , 儿 乎 每 本 复 
分 析 教科 书 中 都 有 它 的 证 明 。 这 里 我 们 给 出 一 个 只 用 到 初等 
代数 知识 和 简单 极限 的 证 明 。 

代数 基本 定理 设 P(z) 是 一 个 非常 数 的 复 系数 多 项 式 ， 
则 存在 复数 zi 使 PCz0) =0. 

下 面 先 证 几 个 引 理 ， 


令 P(z) = Ya, RREA, „el, BA = 
j=0 


it 


Sılasl, R=2A, 


1-0 


引 理 1 ”如果 |z| 之 R， 则 

(D IPG)IXIAI, 

(2) |P(z) -z^|Ixz|z]"/2, 

(3) Jare(P (z)) 一 arc(z?) !<a/6, Herp are w Erw 
主 幅 角 。 

证 明 (D | P(e) | Sle") - S'a; ilz] 


bum rea. oe y 17 he Sy er e WI p 


D Proof of the Fundamentai Theorem of Algebra, Amer. 
Math. Monthly, 88(1981), 253—257. 
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>|z""'|()z|-A+D 
ZR'(R-A)SR'UUAMA, 
(2〉 因 为 |z| 宇 24-2， 有 


ni n-i 
IP) - z^ ie lal eA ale 
j-0 j=0 
= (A- DIzI*"! 2 CA- D | z]*!| 2|? 


N 
| 


dzl” = [z|^/9. 


(3) 如 图 1 Pras, dE 
H a= | z?21 b= IP(z)|, 
e= iPG)-z|, HH (2), 


符 2 «aij 0 Æ bicep 
取 极 大 值 ， 因 而 有 tga< 


P n<a/6, ER. 


3420, (Kk — i)n/2«z 
arc w<okn/2(k -1,2,3, 4B], Rw EEK 象限 , 记 为 O(w) =k. 


Wl lQzo-Q(GOizl, BR 215%. 在 相对 的 象限 中 。 


5i382 ont z sZ EH y 

对 有 的 象限 中 ， 则 
|z1| ,l20j<lz,-2,], 

ER Hz. 

513 mR S0, Ml 
存在 一 个 只 依赖 于 S 和 忆 的 
ERR K. GE251 i|, 1 | S 
Sit, AIP) -P(z,) | Ha 
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SK |z Zile 


证 明 不 妨 设 S>1。 则 因为 


P) —-P(z)- Soa, (z; — Zi) 


}= C6 


a 
LI 
= (2) - 213 » a, >, zhek, 
jel h+k-i-! 


lg 


n 


IP) -PGpol|xiz-Zl a: |si- 


j= | 


<]2.- 2, | SA. 


定理 的 证 明 下 面 取 天 = A{max(1,S)}". Eit e, 
使 0 二 e 二 1。 选 取 一 包含 |z| = R 的 等 边 三 角 wT M— ES 
S, ETETEA! =S 中 。 今 6=e/K。 取 A 为 中 的 2- 
维 轩 集合 。 则 由 3 引 理 3， 有 
(4) zus BEA, |21 = Z b=] P(2)) -Pl2)|<e, 
ALE ATH ETET 
HJXJ HJ SERB £k $6 A Sp AY 
成 一 些 全 等 的 等 边 三 角形 
人, ， 而 得 到 一 风格。 如 图 
3 所 示 。 下 面 称 同一 个 小 
三 角形 的 任意 两 顶点 为 相 
分 小 使 每 个 小 三 角形 的 边 
长 不 大 于 ô, KHE zz’ 
是 的 边 上 的 相 邻 格 点 ， ann 


则 | are z ~arez|<a/6n, aR 2,2 是 任意 两 个 相 邻 格 虑 ， 
W[iz/-z|«o, Aba OA, | Pe’) -~- P(z) | 一 s。 

假设 任意 相 邻 点 zz ah w= Pz) 与 w = Pe AK 
ALAA RR. bei, Low’) — ow) | (mod 4) 的 值 
是 -1, 0 或 1. Pimidlow’) —QGo) ] mod 4) Adıw,w’), 
R FHF H. 

& 2159.2, 4 AET HLM ARR ET 77 I8] HC 18 
坏 次 序 。 令 ww; = Plz;)。 则 由 于 我 们 选择 的 网 格 充分 的 小 ， 
序列 


Q(D,*.QGD. (x) 
除 重 复 的 以 外 ， 恰 好 跑 过 圈 (1,2,3,4) nik, HO, EA 
Q (10,) ,°° sO C0 ,) (x *) 


EHE AK ) A EJE Ah n Lh AA e h” ,其 中 hh mh +1 (mod 4) 
的 (连续 的 ) 子 序列 处 不 相同 ， 把 这 样 的 子 序 列 记 为 hh,*…， 


f 

mot’ Ser hy BAMA 定义 D(A) =X dwin,w) ,其 
j=] 

Pen =. WA, RNA 


D= Slaw...) = S d Gr, 1,2) =4n, 
l jen ji 
AREAS A, 的 顶点 ， 依 反 时 儿 方 向 标号 . 则 
Hi. QOP) OPE), OPE) BBA RP AS 
HJE Kk’ BN Kk i (mod 4), Min D(A,) =d(w’ w^) + 
d(w',w") +d(w’ ,w)=0, Aik, XDA.) =0, 其 中 求 和 是 
对 此 网 格 中 的 所 有 三 角形 人 ,. 

Biz z.z” 是 网 格 的 内 部 相 邻 点 ( 即 不 在 TT 的 边 上 的 
太 )。 则 它们 是 两 个 三 角形 A, 和 A; 的 顶点 ,因而 d oo" w^), 


j= 
4> 2’ 2" zZ 
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dw ,Ww?) 将 各 在 D(A,)，D (A,) 之 一 中 出 现 。 由 于 d(w’， 
w^) = 一 4(w”,w') ,因而 这 两 项 将 在 求 和 D(A，) HATS, 
因此 ， SDA) RM PT AT hw LAA Bl Mdw’, 
w”) zn BEDA, =DCA). 

由 于 D(A) = 4n， 因 此 DD(A,) =0. F. 所 以 ， 存 
在 两 个 相 邻 点 z,z’ ， 使 P(z) ,P(z’) 位 于 相对 的 象限 中 ， 则 
由 5[ 理 2 ， 我 们 有 

|\P(z)|<|P(z’) - P(z)|<e, 


这 样 我 们 就 证 明了 ， 对 任意 E>0, AR 2.2’ 是 两 个 相 
AB ER. ABA 


和 


Iz-z'|«e/K 
|P(z)|<|P(z’) -P(z)|<e, 


册 复 平面 的 连续 性 和 柯 西 收 你 准则 ,我 们 有 , 当 e-*0 时 
z>z, H Fa -0， 即 Fw)=0。 这 就 证 明了 我 们 的 定理 。 


(ZIEHE ANNE 
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二 项 式 系数 


SOLOMON W. GOLOMB 


tul 


1. 5 


研究 运算 的 谷 置 是 数学 上 的 传统 课题 ， 当 这 些 运 算是 非 
交换 和 不 可 结合 的 时 候 ， 它 们 通常 揭示 出 许多 十 分 有 趣 的 性 
Ei. 通常 考虑 形 如 c* 这 种 指数 的 运算 ， BAFA LARA 


= 


的 讨论 却 不 多 见 。 这 个 表达 式 有 一 个 自然 的 组 合 学 的 解释 ， 
“ 先 从 。 个 元 素 中 选取 5 个 元 素 构 成 一 个 b- 元 子 集 ， 再 从 所 
有 这 些 b- 元 子 集 中 选取 a 个 的 方法 数 ”。 即 从 。 个 元 素 的 集 
合 选取 4 个 b- 元 子 集 的 方法 数 。 特别 地 ， 当 我 们 试图 进 一 
PBA 

( 


MEHR, EEA bid sk Bk, XS BPR 


m —m [0 


(D Iterated binomial coefficients, Amer, Math. Monihig, 87 
(1980), 719—727. 
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人 注意 《上 的 组 合 记 号 如 
Co, ceg? „oe 
比 坚 式 记 号 好 不 了 多 少 1)。 
为 方便 起 见 ， 我 们 给 出 一 种 更 便于 沁 写 的 记号 。 归 纳 定 
X, (aazge54k) 如 下 : 
(a) = is (0,5405) = (人 ) 


(415055 ee yA Sad) = (Cai zag 0550, 1) 30x) oe 


因此 
à 
(0,545543) = le ) 


当 K<3 时 ， 由 于 我 们 比较 熟悉 “ 竖 式 记号 ” 且 它 的 意义 也 
直观 ， 因 而 在 使 用 “水 平 记 号 ”的 同时 也 使 用 " 竖 式 记号 ”. 

BMRB, HER, WE, WR, Rib a 
和 含有 登 二 项 式 系数 的 向 化 公式 。 我 们 不 打算 作 过 细 的 论 
述 ， 而 只 是 将 它们 作为 进入 丰 宇 的 靳 领域 的 一 种 初步 的 寻 


oF, 


WEAR IRRE). 
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E. (n,2,2) = (= -n ;2) = ae non (2-2) 


Ll. n+l 
= N+ i)m (n- imn- 2) =3( ). 
° 4 


I (组 合法 ) . (n;2;2) 是 从 ni 个 物体 的 集合 里 选取 2- 元 
子 集 对 的 方法 数 。 如 膝 从 1n 个 物体 的 集合 里 选取 4 个 元 素 ( 比 
Fik a,b,c,d) ,那么 有 3 种 方法 把 它们 排列 为 2- 元 子 EH (ad 
对 cd,ac 对 bd,ad 对 bc), 因为 在 每 对 2- 元 子 集中 可 能 有 一 
个 公共 元 素 ， 所 以 我 们 得 不 到 (mn323;2) =3(n;4)。 设想 在 7 
张 纸牌 中 添加 一 张 “ 百 搭 ”， 现 取出 其 中 的 4 张 ， 如果 是 4 
张 善 通 的 牌 ， 那么 有 3 种 方法 把 它们 排 列 为 2- 元 子 SN. 
如 果 是 ER (比方 说 a,b,c) 加 一 张 “ 百 搭 ” ,那么 (也 1) 
有 3 种 方法 形成 2- 元 子 EX] (ab Xf ac,ab 对 beac Xp be), 
因此 有 (n;2;2) =3(n+1;4), 

定理 1 是 二 项 式 系 数 的 一 个 徊 化 公式 (从 3- 层 到 2- 层 的 
二 项 式 系 数 ) ,也 包含 了 一 个 不 等 式 ((n;2;2) 之 (0,4) ,n23), 
同时 也 给 出 了 一 个 可 除 性 结果 (+1;4) 台 除 (n;2;2)， 其 中 
的 两 个 表达 式 都 被 看 作 有 理 数 域 上 以 为 变量 的 多 项 式 )。 
本 文 将 进一步 研究 这 些 内 容 ， 

定理 1 的 内 容 首先 出 现在 [中 。 


3, 可 除 性 结果 
定理 2 ”对 所 有 的 KI, H 
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(s) 
ER 


(Us k ^ 
Ge 


其 中 的 两 个 表达 式 都 被 看 成 是 有 理 数 域 上 以 ”为 变量 的 多 项 
X. 
证 明 注意 到 


Osa} 


n 
(a) atom nnu anno 


a 


. K 
ES a 一 1.25457, 0%, (， )+ 1, Hd, 对 应 的 二 次 因 式 为 


n-n-n(mn-p, nm?-n-2=(n+1l)(n-]), 
ni-n-6-2(n-2)(in-3), 
n?—n—12= (n«3) (n—4) yee, 
m-n- )=m+k-D nA om 
"n e 
这 表明 


的 多 项 式 因 子 中 包含 有 
k-i 


n+k- 
II n+) = @k) ( 小 
f--k ak 
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Hi T A OO01 不 影响 有 理 数 成 上 多项式 的 可 除 性 ， 结 
EHE. 
iE ”定理 2 中 的 两 个 多 项 式 的 表述 式 仅 当 k=1 和 k=2 
时 有 相同 的 次 数 。 当 二 >2 时 ，(:2; kD + 了 含有 不 可 分 
解 的 二 次 因 式 ， 但 它们 并 不 包含 在 +k-1;2h) 之 中 。 © 
4。 (c;6;a) 与 (ci (b,a)) 的 比较 


ix a,b, 为 正 整 数 。 我们 要 寻求 “相关 ”方程 


He 
的 所 有 解 ， 


定理 3 除去 l<ach<e 的 情形 之 外 ， 


Oc f n 
( b ) 4 h ) 
,| Na 
入 所 有 解 是 下 面 的 5 种 类 型 之 一 ， 
G) 如 果 4=1， 由 方程 对 所 有 的 +,c ERSTER. 
di) 如果 4 二 ， 则 方程 有 人 解 当 有 目 仅 当 4= ( ). 


Gu) yA ^c, Wil; RA ESHER ab, 
PL t BU P RIS TIBS SEU, Ix BY )1«ascbsceügTEJE, Su 

Gv) 如 东 &=2， 方 程 有 解 当 且 仅 当 c=4a+l1 

(v) MA b-c. TRARAAM4a<e-1, 


证 明 O 因为 4=1， 1) 
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(ii) 如 果 ab, mu ( )=0, e) Oe 
N 
oJ race (1) 


a 


(ii) 如 果 0290, AA 


f ) =0 当 且 仅 当 (")><. 


国 为 c>1, b>e, xXSLHEER T el, MUA ac. 
(iv) 如果 a=b, WEEE 


(yes 


MAM 4asleasc-1. AHC=1ECRSEO m. GONE 


一 - | 的 e 3g? Agi azb-e-li, 
C 
(v) mRbac, a>, ao HC) 
\ a 


13 


contar 


当 且 仅 当 (“”)>c， 即 当 且 仅 当 1<a<e -1. 
各 上 所 述 ， 如 果 1<a<d<e 不 成 立 ， 定 理 中 的 相关 方 
程 没有 其 它 关 型 的 解 。 在 这 种 情况 下 ，x, ao 和 e 的 “所 有 ? 


WEE FE ZA YS (AP ay FF 
(Nats 
b by I. 
Ho 


a 
实际 上 ， 表 面 现 象 往往 靠不住 ， 尽 E H (eba) <IO B] XT 
上 述 不 等 式 没 有 反例 是 事实 ， 但 有 一 种 情况 ， 基 中 的 反例 超 
过 了 我 们 所 提供 的 例子 。 这 种 情况 就 是 ， 


b 
定理 4 ”对 满足 (“”)>ab 的 固定 的 a,5， 存 在 常数 6,= 
€,(4,9), 使 得 对 一 切 c 之 Cg 有 
; 
e) 


a 


o) 


证 明 {Èn SERR, Mek, A 


( -i G noon. 


2:5 
(,) ? oo 
b pew 4 Q 67. à» ; ' 
| aj (ys H € HT), 


74 


但 


| 2 (24 “一 co 时 ) 

u C CO e 

(C) (^) 

根据 假设 ( )>ab, nio Pic ee。 增长 得 快 耐 且 即使 


， 
(>a CD"， 它 们 也 只 是 些 对 充分 大 的 。 不 起 什么 影响 


ceo? 


的 常数 。 因 此 当 。 充分 大 时 ， oe Ea 
(a) 
BE ] (" ja 的 “最 小 的 ”情况 包括 15=(。)>2.6 


=12 和 24=( , )>2-7=14. 根据 大 量 的 数值 上 的 研究 确定 
出 最 小 的 co = cola, 0 & 05 (2,7) =75， 它 还 使 (093034) Fl CCo; 
(232) ) 取 了 最 小 值 ， 它 们 的 值 为 


(7) 75 
7’\=1.97x10°< (4) 22.10 x 10!9, 
2 2 


注 2 Ma=2, b=6， 我 们 每 到 co(2,6) 2132, A 


n 


2 


132 


( 6 j- 154 x 10", 
2 


HRS co 的 值 实际 是 稍 大 于 方程 


222.143 x 10!* — 


19 


b 
ola) B oad 
(^) "aj? 
| 


IA c m cs Mii. Hno 时 渐 近 关系 式 (，)~m/k! 中 的 
(THER (nk) = a/kı RSPR, HH t=-g.m.(n,n—-I, 


esyn-keDen-(-D, “o m,” 是 指 几 何平 均值 ， 已 
小 于 算术 平均 值 ? -&-D. 4 


^) cD Í es 
b d. 人 ) -a 
c) ( ) 


容易 证 明 >t, AHE oo. 
注 4 »ıl<a<cı<cit, HADE 


n 


,| AG) 


古 否 有 解 仍然 是 一 个 未 解决 的 问题 。 这 种 解 的 存在 和 性 似乎 是 
十 分 靠不住 的 ， 但 要 证 明 这 一 点 看 来 非常 困难 . 


5。 一 个 商 单 不 等 式 


对 于 任意 由 1 个 物体 组 成 的 集合 ， 其 中 充分 大 足以 构 
城 3- 元 子 集 ， 那 么 从 中 选取 3 个 一 组 的 2- 元 子 集 的 方法 数 多 
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于 选取 2 个 一 组 的 3- 元 子 集 的 方法 数 。 


定理 5 | 
OHO 


4 2 


G)).v 
(O]-> 
V 3 
HT 72248 H 2>>?8， 所 以 上 述 不 等 式 成 立 。 
注 1 上 述 证 明 实 际 上 也 给 出 了 4 n23 HA 
n n 
C O) 
3 2 
下 一 六 将 要 用 到 定理 5 中 的 不 等 式 。 对 此 不 等 式 目 前 还 没有 
给 出 明显 的 纯 组 合 学 的 解释 ， 
注 2 类似 的 问题 如 a“* = (a>) © ( 见 文献 [2 ]) .车 整数 
a,b,c BI <a<h<c, MERRER a > (ao)e。 
5 定理 5 的 推广 是 ， A l<a<b<c, HA 


n3. 


3 
>> 
2 


a 
这 个 结论 的 证 明 完 全 类 似 于 定理 5 。 特 别 的 ,如 果 1<a<b， 
则 有 ay (by) >b (ay) ?, 

6. iS) BUE (B 

in 为 目 然 数 ， nA— PT n = 4, t agt otay, 
17 


其 中 alias ak HERR. RIETER CIARA 
(4, 45; ** ,G,0 XS SI RECS BR A. 25 启发 这 一 方法 并 期 
fe BRK, RIRA IS CUTE CHER IB Hee 
而 又 较 简单 的 问题 (对 定理 7 多 文献 | 3 D. 
定理 6 — We g(n) = max (a, aakj 其 中 对 构成 了 的 所 
AHI n= 4, +d, +e +a, 中 的 正 整 数 aa 的 乘积 
RKK, W n> kA 
{De Jorg = 3" 如果 n=0(mod3), 
gm) =4 3 e BeBe gage 377., Hn =] (mod), 
3 e 33e 2=2 3723, 如 果 n=2 (mod3) , 
证 明 当 n<<4 上 时， 由 穷 举 法 可 得 9(n) =n, Ano, 
显然 《最 优化 原理 ”成 立 ， 即 


g(n) = max {a e g(n-a)}, 
isa< th 


此 外 ， 使 上 起 成 立 的 G<5， 这 是 到 为 不 等 式 59g9 人 -5) < 
2。39 (1 — 5) 表明 nn 有 一 个 比 包含 5 做 为 其 中 一 部 分 的 剖 分 更 
ifüg Blo: EA Ha> aw Ty. An RAE, 使 
&g(n—-a) f K fg a i (& np x& eR FEZA F: 290 
-2), 3g(n-30, 497-4) ORG. A TETEE 较 ， 把 每 个 
ACT ER eb AE Uo Bl 
25g(n - 12) «3'g (n — 12) > 48g (n~-12), 

re4nr AN, BRN a eee =38. BR b, n4 
BP gin) =39(n-3) x TER. A A 9 (2) 72, 
y(3) =3 和 9(4) =4 时 给 出 了 三 条 下 降 线 (DÀ 为 a 的 “标准 
fi” 79 3). 


SCA 


X387 设 h(n) -max(a, ” ” }, 其 中 max 是 对 n 的 所 有 
78 


Wr n= a, ea, teeta, RR. WAM n4 BERI 
917. 9 n 为 奇数 ， 
2, 为 偶数 . 
WA ” 当 n<4 时 ， 根 据 穷 举 法 有 h(n) =n。 当 1 之 5 时 ， 
显然 “最 优化 原理 ? mor, Bi 


h(n) = max ah("-@), 
1 <a <n 


此 外 ， 因 为 只 要 Han- 4022 成 立 就 有 N te 
使 上 式 成 立 的 a<4。 因 此 只 要 比较 Tg, REE 
较 h(n-2)log2 与 h(n 一 3)log 3 的 大 小 就 可 以 了 。 要 使 
h(n —-2)log 2>>h(n — 3) log 3, 
只 要 h(n —2)/h(n -—3)>log 3/log 2 一 1.585， 
容易 看 出 上 式 对 所 有 的 n> 6 成 立 。 于 是 除 An) =2"2*-? zZ 
外 ， 临 界 情况 是 h(5) =3? = 9 hl) = 3° =27。 
定理 8 if (n) = max (a, 54,530.) ,其 中 最 大 值 是 在 对 
n 的 所 有 正 整 数 剖 分 取 的 。 则 当 n> 10 时 有 
(512,2,3:35; 553), 如 果 n=0(mod 3), 
fin) 4 (5525259:253535 +0,53), 如 果 n=] (mod 3), 
(5352525253335 75323), 如 果 n=2 (mod 3), 
4 nxcl0 时 有 
f(Ds1, 2) =2， (38 =3， fm=4, f(5s5, 


f (6 (2) FCT) -(°)=10, f (8) -(„)=15, 


h (n) = 


9 5 
f (9) = (s) 245, f(10)= (5) = 120, 
2 | 3 
19 


WA ” 当 ?” 委 10 时 ，Fp) 的 值 仍 可 由 穷 举 法 验 Ee n 
>10}, 4《 节 优化 原理 ? moor, EN 


f(n) = max (9), 


I\<o<nNn (1 


事实 上 ， 使 上 式 成 立 的 4 二 4， 这 是 因为 由 定理 1 得 


fin-4) 
(form) || ; ) 
4 
2 
BAR a> WET., AER a=2, a=3 JHAR. 


又 由 定理 5 有 
11 n 
O) O) 
3 2 
REE fn) 的 表达 式 中 “2 2 决 不 会 出 现在 “32 的 下 面 
(这 是 指 相对 于 竖 式 的 记号 ) 。 从 而 ， 当 7?>5 时 ，f (n) 的 值 


sel). gaf T’). nea 


? 


3 
m itt 
n (3) ~g toot, 


2 
这 就 意味 着 存在 m, 4 m>m 时 有 
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-3 | | 
baut, HS nons fem -( 0. >) Bitten 
证 得 出 9 = 14. h F n214 依赖 于 站 ( 模 3 KJE, I) 为 
AD 3353500658), (£12) 335958), Cf (18) 53500953) = 
省 之 一 。 
EI 与 定理 6 和 定理 7 PRM), hOD RAIA 
题 容易 推广 到 对 正 实 数 x h BUR 2T ER 大 值 (在 这 类 问 
RAP, 人 们 偏爱 于 把 实数 e = 2.718 FAHD — A 
分 ”) 。 如 果 定义 (” )% 


F(x+D/Tka+l)I(x-a+]), 
那么 能 得 到 定理 8 中 /om) 的 一 个 类 似 推广 。 
注 2 fe Be 7 (nm) = max L.C.M, (4,,4,,0,a,)0, HH rh 
CABLE 1TH. BADEN, HU 
i(n) = max L.C.M. (a,ı(n-a)) 
AN FE BC, CIDA TE fli a. m-a) 达到 最 大 的 a 值 可 能 与 
7(n 一 a) 不 互 素 )， 所 以 其 解 有 一 个 十 分 不 同 的 特征 ,这 个 最 
大 值 问 题 可 参 见 文献 上 AL 


7. 简化 公式 
定理 1 的 结果 可 作 如 下 推广 ， 


(i) 


© L.C.M 表示 最 小 公 倍数。 一 - 译 涯 注 


81 


s) Go) 


其 一 般 形 式 是 


其 中 


(,) 


a 


XC ASK BRE ZU. LA 息 从 由” 个 物体 构成 的 


集合 里 选取 元 子 集 对 的 方法 数 ， 所 以 我 们 基本 上 必须 挑选 
82 


"ir lp ` 


2? 个 物体 ,但 它们 不 一 定 互 不 相同 .表达 式 ( ^ ut 
原来 的 个 物体 的 集合 中 添加 2- jp ETH” JAR we 2 
个 物体 的 方法 数 ， 其 中 O<b- j<b- 1， 这 两 个 不 同 的 -元 
子 集中 的 元 素 可 以 互 不 相同 ， 也 可 以 至 多 有 4 - 工 个 元 H 
同 。 结 果 发 现 这 个 表达 式 合适 的 系数 是 

(,) („4 

} } 

2 
HERE el edt T RE UR 


C7 MB), CI Att). 


1 


FA— 257 an 


2 
的 间 关 项 来 表示 的 简化 公式 的 优点 是 什么 ? 我 们 的 回答 是 ， 
当 2” 男 定时 ， 即 使 对 于 任意 大 的 〈 或 变化 的 ) n ， 系 数 

b b 1 
OMGE 
2 | 2 | 
都 是 固定 的 且 是 比较 小 的 数 。 这 个 简化 公式 也 可 写 为 


(,) _ 5° (+e | n+k 
O = 2 K >) 


k-0 


其 中 
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4 - (77 如 果 bæk (mod 2) 
k ls, 如 果 bzEk (mod 2), 
Fa— PACA 
n 
2 A271 一 TD+I1NA n 
ASCHE) 
等 式 右边 的 项 有 3 个 因 式 ， 它 们 没有 3- 层 的 二 项 式 系 数 出 
现 。 这 里 不 用 在 纸牌 中 添加 “ 百 搭 ”而 只 是 在 4 张 牌 中 挑选 
b +; 张 ， 并 将 其 中 的 上 -7 张 用 在 两 个 2- 元 子 集 里 。 


取决 于 人 们 的 需要 ，(23;233) 可 给 出 或 是 “递增 2 Re 
《递减 了 Waitt: 


(679075467 
Qe Qm QC) 
类 似 地 有 
WE 
+) 


=4( +00” _) +480( 。 ) +945( 7 ) 
+840(, )+280(, ). 
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对 最 一 般 的 情况 C) ， 目 前 还 未 发 现 简单 的 简化 公式 。 


a 
$ 5 xX 献 
£1] S.W.Golomb, Problem No.232, Pi Mu Epsilon Journal, 
5(2) (Spring) 87, 


[2] ——, Problem No. 223, Pi Mu Epsilon Journal, 5§¢ty 
(Fall 1969) 24 (Solution in 5(3)( Fall 1970)137). 

[3] ——, Problem E 2118, Amer.Math.morthly, 75(1968)398, 

[4] Jean-Louis Nicolas, Surl’ordre maximum d'un element 
dans le groupe Sa des permutations, Acta Arith., 


14(1967/68),315—332. 


(x) Bit, REYR) 


二 项 式 型 恒等式 与 超 几 何 级 数 2 


Ranjan Roy 


1. 5I&E 


在 数学 的 许多 领域 和 理论 物理 研究 中 ， 我 们 常会 遇 到 一 
些 组 合 问 题 。 这 些 问 题 的 解决 依赖 于 求 二 项 式 系 数 乘 积 的 
和 。 有 好 几 种 方法 可 以 用 来 求 这 类 和 ， 其 中 某 些 方法 可 以 在 
Riordan !® Ej Kunth UU. HB RHA, Kunth 还 列举 了 许多 
二 项 式 系 数 乘积 的 和 的 公式 .我 们 简称 之 为 二 项 式 型 恒等式 ， 
为 了 证 明 这 些 重 等 式 ,很 多 优秀 数学 家 兽 耗 费 了 大 量 的 精力 ， 
事实 上 ， 恒 等 式 并 不 如 入 们 想像 的 那么 多 ， 从 本 质 上 来 说 ， 
只 有 为 数 不 多 的 恒等式 ， 因 此 可 以 说 大 量 的 数学 才能 是 白白 
地 当 起 了。 许多 数学 家 之 所 以 不 能 看 清 某 一 人 恒等式 等 价 于 另 
一 已 知 式 子 ， 是 由 于 二 项 式 系 数 的 记号 把 他 们 的 思路 引入 了 
歧途 。 记 号 也 掩盖 了 各 种 不 同形 式 的 和 在 其 本 质 上 的 恒 辣 
性 。 为 此 ， 我 们 将 不 我 用 公认 的 二 项 起 系数 记号 ， 而 把 它 拆 
Hn Re Ae E dU EX. 

文中 我 们 将 指出 如 何 把 二 项 式 系数 乘积 的 级 数 化 为 标准 
形式 ,使 级 数 的 特征 容易 辨别 . Euler 与 Guass $$ 用 过 这 一 方 
法 ,这 些 标 维 级 数 吏 古 熟 知 的 赵 几 何 级 数 . 超 几 何 级 数 的 记号 


(D Binomial identities and hypergeometric series, Amer. 
Math. monthlyy 94(1987), 36--46, 
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e IT 


不 仅 便于 应 用 ,也 明显 地 表示 和 的 某 些 重要 特征 ,使 人 们 能 对 
和 进行 分 类 并 将 其 标准 化 。 这 里 我 们 考虑 一 些 最 重要 的 超越 
.恒等式 ， 它 包含 了 大 多 数 二 项 式 系数 乘积 的 求 和 。 下 面 我 们 
要 指出 ， 为 什么 超 几何 级 数 被 取 作 标 准 形式 ， 并 通过 几 个 来 
自 不 同 出 处 的 例子 ， 说 明 如 何 将 二 项 式 系数 乘积 的 和 化 为 标 
WER. 

下 节 我 们 要 定义 并 叙述 四 个 主要 超 几何 恒等式 ， 因 为 它 
们 的 证 明 与 应 用 没有 什么 联系 , 而 我 们 关心 的 是 它们 的 应 用 ， 
所 以 将 证 明 推 壕 到 第 四 池 。 第 三 节 是 讲述 例子 。 读 者 也 可 查 
阅 Andrews ?!, ， 他 的 观点 与 本 文 是 一 致 的 , 但 例子 比 我 们 丰 
富 。 关 于 恒等式 的 有 趣 历史 ， 可 参看 Askey 69, 


2, 超 几 何 级 数 


一 级 数 
S Cas (2.1) 
如 果 比 Ona. /Cn 是 于 的 有 理 函 数 , 则 称 级 数 为 超 几 何 级 数 (或 
三 义 超 几何 级 数 )。 例 如 cs 是 二 项 式 系数 的 滋 积 , 则 cns+iycn 
HA n 和 的 有 理 银 数 。 对 有 理 函 数 总 可 分 解 成 如 下 形式 ， 


Cnci (n +a). (rr ag)x 


Ca (MN HD) wee (n + Bq) (1+ ])° (2.2) 


因此 级 数 (2.1) ay eA P tk 


X (41) nt (ap )m X" 
之 (bi) neee (bg), NI (2.3) 


He) Fe BL Cos xx HE (a), 定义 为 
(a)„=ula+l) "(a+n-]1), (0)o=1, (2.4) 
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PRAT HE (shifted factorial) 。 我 们 把 级 数 (2.3) ices 
arr?) 

#x=-1, bERBSHBA*. 0-221 情形 最 为 常见 ， 所 以 

我 们 只 讨论 这 种 情形 。 参 数 4a; 5 b, 可 以 是 复数 ， 但 对 我 们 

的 应 用 来 说 ， 只 考虑 实 参 数 就 够 了 。 我 们 这 里 感 兴趣 的 是 有 

BR RC ,若是 无 穷 级 数 ,为 了 保证 级 数 收 敛 , 需 要 假定 jxzj| 二 1 

mx-1f5(2b-2ZXa020. 

应 用 到 二 项 式 型 恒等式 时 ，?4 的 值 通常 很 小 ， 一 般 为 1 
5*2; 又 参数 41,… ,ap ,bi1,… ,bg 满足 某 种 关系 ,这 关系 对 级 
数 的 分 类 和 保证 方法 的 有 效 性 起 了 很 重要 的 作用 。 Seal, 
a, 中 有 一 为 负 整 数 〈 此 时 级 数 2.9 为 一 有 限 和 ) , 并 满足 


k + Sia, = > (2.5) 


Ib, PRR BA kf it (k-balanced) RB, Ek — 1 HER 
BE, ARRA A F A R Be £k Yaalschütz 级 数 。 若 WY 
a-cp-l, EA 
Pid, =), +d, mbs | + ap, (2.6) 

这 时 级 数 称 为 良 均衡 Cwell-poised) 级 数 ， 

现在 我 们 氢 述 在 实践 中 经 常 遇 到 的 四 个 超 几何 级 数 。 为 
数 众 多 的 二 项 式 型 重 等 式 部 可 化 为 所 述 超 几 何 级 数 。 从 现在 
Ad, 1 ZAR IE REA. 

Chu-Vandermonde 恒等式 ， 


(C es. (2.7) 


C 


Pfaff-Saalschütz 恒等式 ， 
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-n, -a, -b +b: 
i ( | s, J) 5. e ea eb) 2.8) 
这 里 4=1~-a-b~-n~c， 即 级 数 是 平衡 级 数 。 
Sheppard — Andersen 人 恒等式， 
-n,-4a, - b, 
2 Fal C, bon-a- bo) 
(e+5b-]),. (€+4),7 na 
"(6xatb-]; (Gl tT ror 
(2.9) 


级 数 (2.9) 是 2- 平衡 级 数 ，。 

前 两 个 恒等式 发 现 较 早 ,ChuD 在 1303. 年 公布 了 第 一 个 
恒等式 。 第 二 个 恒等式 是 Pfaff 62 在 1797 年 得 到 的 ， 后 玉 
BATTER, BB) 1890 年 由 Saalschütz 04 再 次 发 现 该 式 ， 
Sheppard IS) 在 1912 年 公布 了 k- 平 衡 级 数 oF. 求 和 公式 ， 后 
来 Andersen [1 在 概率 论 的 一 项 工作 中 也 得 到 上 = 2 时 的 第 三 
个 恒等式 ， 

最 后 一 个 人 恒等式 是 关于 和 良 均 衡 级 数 :Fs， 它 是 属于 
Dixon “的 .这 个 恒等式 最 好 用 Gamma 函数 P (5) 来 表示 ， 
roO EXA 


r (s) = [ne dx(s>0), (2.10) 


O REAER STRAUS K EERE., ER REXY (1303 

SR) A CAS > (12994), AK 四 元 玉 鉴 一 书 中 提出 了 求 高 阶 等 其 级 区 
MN ERRA” du “HE CR". HT wy J.Gregory (1670 年 ) 和 Newton 
(16765 1678) 对 这 方面 的 研究 要 晚 三 百 六 十 多 年 。 关 于 他 的 生平 和 工 作 的 
详细 介绍 可 参看 ， 钱 宝 储 主编 的 《 中国 数学 史 》， 李 人 各， 柱石 然 著 的 《中 国 古 代 
数学 简 史 》， 以 及 柱石 然 的 文章 “ 朱 世 杰 研 究 ”"( 钱 宝 琼 等 著 《 宋 元 数学 史 论文 
Es W 166—209), —— $ È 
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然后 利用 : 
r(s+1) =sT(s) © (2.11) 


开拓 到 除 s=0, - 1, -2,… 之 外 的 所 有 实数 。 
Gamma RAP WBA: 
T(s+1) =s} (3 是非 负 整数 )， (2.12) 


ris) Fd —s) = 一 一 ( s ERB, (2.13) 


sinsa 


. 了 (4S+1)e- d 
lim vV Ins * S? 1 Stirling AR). (2.14) 


Dixon 的 恒等式 就 是 ， 
ya, — b, — Q 
hi 
are N atb+1, ater] 
a 
r(1$ rasacb*rasaeo 


—rr 


raso -r( +o 4b). r(1+ 4+ ^) 


r(1 tube c) 


rij+ath+e) 
ERRATA ETCH RA, KIA ST PRUE Be Be We Sk, ER 
b+ 2b +20+2>0, | 
当 化 二 项 去 系数 乘积 的 和 式 为 超 几 何 级 数 时 ， 我 们 需要 
下 面 这 些 初 等 恒等式 。 
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e 


DD 


e | (2.15) 


epee P Da nSk), (2.16) 


(-f-n+1), 
Mf -1WB, 得 
(— D *n| 
-k)i = ~ 17) 
(n — K) | (=n), (2.1 
(a-n),„=(-D*rl-a+rn-kKr]), (2.19 
5 
-o2kl 9. a+] 
(A)o, =2 (=) ( 5 ).- (2.19) 


这 些 式 子 的 证 明 非 常 容易 。 例 如 证 (2.16) 式 ， 只 要 把 布 
Am T XE X T LB BLA Keim: 


f -DeG-n-D KL. 
Fan Den Fin =/(/ +) -«(f+n-k-]) 


= (A) nk (2.20) 
iF (2.18) 5 (2.19) — FERS E. 


3. 例 


Be PT xEJL 7S BF REN Apfap fe SK FA BE A AIL 
为 超 几 何 级 数 。 进 一 步 阅 明 虽 有 许多 形式 各 异 的 和 ， 最 终 都 
可 化 为 上 述 几 类 超 几何 级 数 .为 了 坚信 这 一 点 ,读者 可 以 从 教 
FBR Monthly ( 指 “ 美 国 数学 月 刊 ” 一 译注 ) 的 问 题 栏 中 摘 
避 一 上 毕 二 项 式 型 恒等式 ,用 这 里 所 述 的 方 法 亲自 验证 一 下 。 
例 ] 求 下 面 的 和 : 


(HI) 


SS (-prI—— L Kk>n+D). (3.1) 
j=0 1+] 
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这 是 1984 年 12 月 的 Monthly 上 问题 了 3065, M fr dx TI 
用 超 几 何 级 数 工具 来 解 这 个 问题 ,事实 上 它 可 化 为 Chu-Van- 
dermonde Zt 数 。 为 此 把 (3.1) 的 项 用 阶乘 表示 ， 得 


Sg= S-Di d (€-1-DY 1 
f jr(k-p1 (n-f)ypCk-1l—-n)t7 +1‘ 
(3.2) 


得 把 与 1 无关 的 因子 提出 求 和 号 之 外 ， 且 将 余下 的 因子 用 拟 
Ur3e (a) ;来 表示 ， 由 (2.17) 可 得 


”= (k—]—mym! > SP ( XD 
k-i (k); (-n 
= j j 
( n )> 5 (Djs C7 k+1),° (3.3) 
为 了 完全 与 超 儿 何 级 数 的 形式 一 致 ， 利用 (0) m LL 


(a7 D ,,1 (£D , RE EXC: 


k- 1 
s-( ) (=k) ap t Dyson Ds, 


n /(nD(k«epDp = (OD 4416 75 y+ 
(3.4) 
> )*l1zl, Li HI gc. 
p ck- DC n-D, L 
2; (DICH, (3.5) 
-n-|j -k-] 
上 式 加 1 即 为 超 几何 级 BF: o) 于 是 由 


(2.7) 得 ， 
02 


Dn- kom 
s-( rer -k 
:( n oem rer (3.6) 
经 化 简 得 到 : 


solo - "|. 
S za) D 


读者 不 难 用 Chu-Vandermonde 人 恒等式 证 明 下 列 二 项 式 
型 恒等式 ， 


XC XU) 3.7) 


n 


这 里 7 是 实数 ，n 为 非 负 整数 ，( )= C D aod 
HE BL) 3 


T |t < rs 
Mask) Gs ca) (3.8) 


这 里 s 是 实数 ， cr A HBR, n 为 整数 ， 当 on 2g di BR 
QD 
M. XQ )=0s 
qi 


yoo ey) cao(, h e» 


这 里 字母 的 意义 局 (3.8) 。 通 过 这 些 例子 ， 使 我 们 看 到 许多 
二 项 式 型 鲁 等 式 的 证 明 只 要 按 价 行程 序 演算 就 行 了 。 
例 2 OK PAA: 
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n+k 2k (-]) K 
S = Sn a ok X ; ur: (3.10) 
这 是 Knuth 0 书 上 最 难 的 二 项 式 型 恒等式 问题 。 为 了 
把 它 化 到 Pfaff-Saalschütz 恒 等 式 ， 我 们 利用 (2.17) 把 S$ 改 
写成 
(n+t+k) 1! (2k)1(— 1)* 
S = = DO To Tm mn k)ıkıkı(k+1) 


ka0 


"| n*pyContm)y()ak. 


"^ my (n— Mm) | £o MEID k 


(3.11) 
Xt OD su» Ot t Do; 应 用 二 重 公 式 (2.19)， 香 到 


(n+1), nem De(Z), 


n 
s=(,,) 2 (™ +l ) (081) Da GD， 


2 


mem] 
ee 
"cime 1) 
(—-1---nmn)m 5 


( 一 L= EM ri eraf = 


re MÀ à 


x > z)ha 


“re 


-(..) mm — 1) 
u an(n+1—m) 
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-]-n-cm, n , — 


ay 
2 
x gf's —1 
m-1 m 
2° 24 
(由 (2 .8) ) 
(n-1)! 
"2(m- D)ı(n-m+])! 
n—] m 
x ( 2 SNO 
(54)... (277) 
2 n+iem\2 meil=m 
(FA (2.18) ) 
nD! _— 
^ 2(m-2)1(n-m*DT 2)y(n-m--]1)! 
(55) 
x u n+l- NE =a m 
m 一 
| 2 A — 7n ) -m 
dA m 
(n — 0I "ey 2 -1 
om- 2)1(n—-m-« p! ml 
2 
7 一] 
=( ). (3.12) 
m-—]^" 


在 Knuth 1! 书 上 还 有 一 求 


一 一 k 
>" IN) 
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和 的 问题 ， 读 者 可 以 证 明 , 级 数 同样 能 化 到 Pfaff-Saalschütz 
级 数 ， 求 出 它 的 和 为 (，)(，). 
I, J. Good") 在 概率 论 的 工作 中 遇 到 求 下 面 级 数 和 ; 
Xca(D0 xm (3.13) 
EERS, EA PRE Ae. RI 


HR. (3.13) SHRP PA 
(pts)t a (C - P, aus ) 


“BY ass! pos, -a-se1)" 
(3.14) 
我 们 再 次 回 到 Pfaff-Saalschütz FW (2.8), Mig ded (3. 15) 
的 和 为 
(a-—f), 


e 3.15> 
(a+ 1), ( 


BB ap Hia > BARI FH 
ni 在 AG peta 55 RES XX 


n-92k-j n+kı2 
SET. om 
xx BK nee BB. TakaesU? 简短 地 回顾 了 五 十 多 年 来 
关于 这 个 等 式 各 种 证 法 的 历史 ， 有 些 证 法 是 相当 复杂 的 。 
L Carlitz 2444, 2 4j A: Pfaff—Saaischtitz 级 数 (2.8) 的 一 种 
特殊 形式 ， 读 者 不 难 证 实 这 一 点， 

上 面 给 出 的 级 数 都 可 化 到 平衡 级 数 ;Fs。 而 搞 目 Riordan 
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[网 文献 13，P.87J 书 上 的 例子 ， 即 求 下 面 式 子 


一 2n /+k\y2k x 
Zune "EN yen "(=D (3.17) 
的 和 ， 它 只 能 化 到 2- 平 衡 级 数 sF,。 事实 上 它 可 化 为 : 
~n, n, P w 
2r Coah 89 


2n (—p) 
(2.9) R 它 _ En e 
H3 ) Bii nf 3& HIS BRI JJ opin (Q^ 


ois 证 明 等 式 ; 

i . 9] Ont 2n 

Seo X PC) 
， \i+tk mek n+k 


+m n) i (2:) 1 (251) 1 (21), 


一 - 一 一 - — rr 


(Le myrti enyyénal)Miminy » (3.19) 


ix FB lemin l,m, n)a 

这 是 Knuth ea 书 内 第 78 页 上 的 问题 62。 它 可 化 为 白 式 
人 2.15) 给 出 的 Dixon 的 良 均衡 级 数 Fee Dkt, ERE 
病变 为 


2 人 7 2l 2m 2n 
(DiS (- pi X X ). 
之 p/N\m—l+z/Nn-l+] 


(3.20) 
再 用 上 面 的 推导 方法 ， 可 化 为 如 下 超 几何 级 数 


{oD '(m) 1 (2n); 
(m — i) 1 (0n -D 10-7010 0-0] 


97 


— Ol -m-| —n-i 
' ) ). (3.21) 


x 
F m-~l+], n-i-I 


这 是 Dixon 的 良 均 衡 级 数 ， 但 不 能 直接 应 用 Dixon HER, 
因为 TQ 一 /7T(1 -2) 设 有 定义 。 为 了 殉 服 这 一 困难 ， 我 们 
考虑 下 面 的 Dixon 和 恒等式 。 


(17 -m-I-e, anime) 


abs m-i-e+]l, n-l-e+]l 


~FG-l-erdatm—l—-e)rd+n-l-e) 
T(1-21-2e)T(i+m)f(l+n) 


Frad+m+nt+it+e) 
rad+tmt+n) "' 


对 (3.22) 应 用 公式 (2.13)， 得 到 


sinn(2l + Be) . I (2i + 2e) 
sinz (i +€) rd +e) 


x (3.22) 


IG +m-I-e)/(irn-l-e)f(A+m+n+l+e) 


TCeı+m)T(L+n)T(A+m+n) ; 
令 E->0， 可 得 
~ 9l, -m ~l, -n-i 
F( ) 
oe n-I+rl, n-l+] 
= (1319. [29 
(-])'2 rd 


.IG -tm-—-DrpOc-n-Dr(iioem-ensl 
FG-c-"oraG-cens)yr(üem-sn) ° 
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再 结合 (3.21) 即 证 明了 (3.19) 。 
Riordan[13 ,p.89] 所 给 出 的 级 数 | 
> 2( 7 X en ) (3.23) 


k+p/\k4+n 
也 能 化 为 Dixon g. ix Hi m — min(p,n), 


4, 超 几 何 恒等式 证 明 — 

这 节 我 们 给 出 第 2 节 所 述 恒等式 的 证 明 ， 当 然 也 有 其 它 
证 法 ， 读 者 可 参看 Askey C! 或 Bailey [0 ， 其 中 Askey 的 分 
析 证 明 很 好 地 说 明了 为 什么 等 式 成 立 ， 

首先 证 明 Pfaff-Saalschütz 恒等式 。 证明 .之 前 ， 先 利用 
Gamma 负数 性 质 (2.11)， 把 (2.8) 式 改写 

-a, ~b, =n 

,Fa( 7) 


5 


_TCa+e +n)T(cb+e+n)F(a+b+c)T(e) 
Tkc+a)I(b+c)l(e+n)fka+tb+ce+n)® 


(4.1) 


由 此 看 出 趟 子 关 于 a.m 是 对 称 的 。 
我 们 采用 Dougall! 的 方法 来 证 明 (2.8). 因为 4= 
1-a-b-n-c,JXjuEQ.8 AGI: 


CUu (-a);(-b); 


Erler. | (4.2) 
由 (2.16) 可 得 出 


(e+a+b), 


_ 11777/0102 (—- 137 
(1-a-b-n-0), (-1) (c ta tb)a.,, (4.3) 
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从 而 即 习 看 出 (4.2) 的 两 端 都 是 关于 “的 2 次 多 TK. HU 
证 明 (4.2) 只 需 证 明 它 在 2 的 n+ 1 个 不 同 的 值 处 等 式 (4.2) 成 
立即 成 。 当 ?=0 有 时 ， 等 式 (4.2) 显 然 是 成 立 的 。 假 设 等 式 对 
n=0,l,,k-1H EE. RERA n=k i 也 成 立 : 好 证 等 
A | 


(-k5,C-2);C- D), 
(c),(C+a+b), Dal Ge =e); 


= (c +a) (e +b), (4.2) 
成 立 。 由 于 天 5M ae, Ko AIT EE ER EASO 
F: 


b);(-a);C-k), 
(VC Fath)» Mai. (1-a-k-b-e), 


= (e +a) (e +E), 

BEHRUAAN2AQAMEYI. MER 5 —0,1,-.k — 1 ET] XX E. X 
(4.2055&24 b — 0, 1, k— LESE. 我们 只 要 再 找 晶 2 的 一 
个 值 使 (4.2) 式 成 立即 成 。 由 (4.3) 看 而, 只 要 到 ?= —a-c, 
(4.2) XXL PA EJ EF CO a)yuC-a)y. BER4.2 OBR +1 
个 不 同 点 处 成 立 ， 因 而 (4.2) 式 对 所 有 5b 成立 ，(2.8) 式 得 
uk. 

M4. DR, RN BS EL 5e  Chu-Vandermonde fü 55 
X. 4S a=m ERS, Jp n> too, M 用 Stirling 公式 
(2.14) 18 


pi( 一 D _I(m+b+e)rTce) 
a cJ Tke+m)Tcb+e)' 


再 应 用 (2 .11) 即 得 
100 


-m, ~b _ +d), 
Fi N (4.4) 


如 同 (2.8) 的 证 明 ， 同 样 可 以 用 数学 归纳 法 证 明 Shep- 
pard-Andersen AEX, 
Dixon 恒等式 的 证 明 稍 难 — 8S, Dougall 指出 A DEN 
(4 .了 的 方法 可 以 证 明 更 一 般 的 恒等式 ， 旭 ERR R 
2- 平 衡 级 数 Fo BU: 
a, i+ta, -b, (6, -d, 


2 
Fi 


l+ta+te, I+ta+n 


CLtEDartitatbot+ey,nvit+atbt+d), 
(1+@+b6),0i tate), (lt+a+d), 


-— 
d-— 


(l+at+e+d), 


X üxaibrerdyl (4.5) 


XH nIEBR, Ai g i+2erb+e+dt+ern=0, iX 36 
系 壮 味 着 级 数 是 2- 平 衡 级 数 。 好 的 良 均 衡 级 数 中 形容 词 “ 好 
的 ”十 指 级 数 有 因子 
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读者 可 自己 给 出 (4.5) 的 证 明 , 或 参看 Dougall 的 论文, 也 
可 参看 Bailey (9 与 Hardy (0 ,然后 在 (4.5) 中 令 4= ~ La, 


并 让 n->co, B JH Stirling 公式 (2.14) 与 (2.11) 即 可 推出 
Dixon 恒等式。 


$ 5 X B 
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几何 平均 、 对 数 平均 及 算术 平均 不 等 式 @ 


F Burk 


设 0<o<5。 由 凸 性 ， 对 于 积分 | erdx 用 中 点 法 近似 
Be BUE RIE AOL RT 1 ) 得 


(et) (dn b — In a) <| erde +  (inb-lna, 
即 
— 1 a+b 
Vab< bona 9 ' 
称 为 几何 平均 、 对 数 平均 及 算术 平均 不 等 式 ， 


y f(x) = et 


Ina+ lab 
2 
图 1 


T The Geometric, Logarithmic, and Arithmetic Mean 
Inequality, Amer. Math. Monthly, 94 (1987) » 527—528. 


{04 


顺便 说 一 句 ，Iung-Fo Lin 中 证 明了 


ba qi/8 4 p1/3 \3 
va<- ina ( 2 E 


mE, EREI 
Mp = (2 ey", p 天 0 及 Mo= v/ab. 
的 意义 下 ,这 些 佑 计 可 能 是 最 好 的 .本 篇 短文 的 主要 痢 思 是 表 
明 ， 我 们 看 到 第 2 个 不 等 式 可 以 由 应 用 Simpson ASEN 
见 文 献 (1); 


^d 
| f(x)dx 
d d 
£e) oa S) (s era] |— 
- Mg 77 (d =c) 
_ d — 0c)? «43 
DEA — —— jf (1), 


HTeMdZENAT oh, Fe 而 得 到 ， 只 要 将 其 中 
的 ce 和 分 别 换 成 Ina Allnd, RNA 


(2 ino find ) (merzind y 
e “十 36 + 3e 4- elnb 


8 


174 1/3 3 
= (于 一 人 一) (In D In a), 


其 中 的 不 等 式 成 立 是 由 于 略 去 了 误差 项 。 
$ 5 X HÀ 


C1] R.L, Burden, J.D. Faires, and A.C, Reynolds, Nume- 
rical Analysis, second ed., Prindle, Weber, & Schmidt, 


1981. 
{2} Tung-Po Lin, The power mean and the logarithmic 


mean, Amer. Math, Monthly, 81 (1974) » 879—883. 


(RF TED 
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RE RA RS KZA 


A.M. Vaidya 


Bvt, Just 和 Schaumberger 1% Hl 偶数 38 有 一 个 有 趣 
的 性 质 。 他 们 证 明了 38 是 不 能 表 成 为 两 个 奇 合 数 之 和 的 最 天 
偶数 。 丰 本文， 我 们 将 从 两 个 不 同 的 方向 推广 这 一 结果 ， 

定理 ] 对 于 每 个 正 整 数 t:， 整 数 Ot + 20 HAE RM I I 
奇 合 数 的 和 。 

证 明 对 t=1,2 和 3， 定 理 是 容易 证 Hj. 因此， 应 
用 归纳 法 ， 假 设 定 理 对 上 = 天 -1 工 是 成 立 的 ， 其 中 koa, 

如 果 9k +20 是 上 个 奇 合 数 之 和 ， 和 那么 可 以 断言 ， 这 jK 个 
奇 合 数 中 有 至 少 有 一 个 是 9 BM (由 于 9 和 15 是 两 个 最 小 的 
AA BO ix 个 数 都 将 宇 15， 于 是 它们 的 和 将 宇 15k。 这 就 是 
说 ， 9k +20 之 15k， 但 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 这 与 之 4 巴 盾 。 

因此 ， 如 果 9k + 20 EK PAAR IAM, IBA KK SB 
合 数 中 必定 有 一 个 是 9 。 从 其 中 去 掉 为 8 的 这 一 项 ， 那 么 ， 
就 有 9k +20-9=9k-D +20, ERK-I TFA RZ A, 
xSRizt=-k-INGIERUITE. AMAER TER. 

EM t>? Ek—^ BR, MAS 2 n90t-20 5t 
有 相同 的 奇偶 性 ， 那 么 由 可 以 表 为 了 个 奇 合 数 之 和 。 


(D On representing integers as sums of odd composite 
integers, Math. Mag. 48 (1975), 221—223. 
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证 明 因为 n>>9t+20， FELES t ARTA, 
因此 必 有 


n= 9t4-20+ 2m, 
对 某 正 整 数 名 成 立 。 

由 Just Ej Schaumberger 的 结果 知 ，2m+38 EMTA 
合 数 之 和 @ ， 比 如 说 它 是 xz 与 之 和 ， 这 里 by SATs 
合 数 。 于 是 

n=9: +20 +2m=9(t-2) +2m +38 
=0+9+9 + .+9+u+rv, 
其 中 和 数 9 的 个 数 是 上 -2。 因 此 ?是 上 个 奇 合 数 之 和 。 

结合 定理 1 和 定理 2 ， 就 得 到 下 面 的 Just 和 Schaumber- 
ger ROSA ES 

定理 5 iio 是 一 个 整数 ， 那 么 在 所 有 与 t 具有 相同 
奇偶 性 的 整数 当中 ，9t + 20 是 不 能 表 为 上 个 奇 合 数 之 和 的 最 
大 者 。 

如 果 考 查 Just 和 Schaumberger 的 证 明 ， 就 会 发 现 ， 他 
们 实际 上 证 明了 更 强 的 结论 ， 每 一 个 大 于 38 的 偶数 是 两 个 奇 
合 数 之 和 ， 其 中 一 个 是 3 的 倍数 ， 而 另 一 个 是 5 的 倍数 ， 这 
样 就 提出 了 下 面 的 问题 ,假设 给 定 两 个 相 异 的 可 素数 P 和 4 ， 
那么 不 能 表 为 这 样 两 个 奇 合 数 之 和 的 最 大 偶数 是 多 少 ? 这 两 
Ax SPARE p 的 倍数 和 4 的 倍数 ,我 们 来 回答 这 个 问题 . 

下 面 的 引 理 是 众所周知 的 (参看 文献 [ 2 J 或 [ 3 D: 

引 理 1 ante Ao 是 互 素 的 正 整 数 , 那 么 不 能 天 为 形 如 
pr + qs 的 最 大 整数 是 pg-p-4qg。 其 中 > 和 s 是 非 负 整 数 @ 。 


(D 由 下 面 的 定理 4 可 推出 这 一 结论 。- KH 
© LEDE MISS» A-HS§ 8 定理 3。 一 一 校注 
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这 个 引 悍 使 得 我 们 能 够 证 明 下 面 的 关 于 Just Fy Schau- 
mberger 的 结果 的 推广 

定理 4 ”如 果 p 和 4 是 两 个 不 同 的 奇 素数 ， 那 么 不 能 表 
为 这 样 两 个 奇 合 数 之 和 的 最 大 偶数 是 2pg4+Pp+9qg， 其 中 一 个 
是 Pp 的 信 数 ， 另 一 个 是 9 的 倍数 ， 

证 明 ”显然 一 个 偶数 2n 有 一 个 这 样 的 确定 形式 的 表达 
式 ， 当 日 仅 当 存在 整数 + 汪 0 和 ; 宇 0， 使 得 

E(2r +3) +9(25 +3) =2n, 

也 就 是 ， 当 且 仅 当 存 在 整数 r>0 和 s>0， {E pras = 
n- 7 COP+9)。 因 此 ,内 上 面 的 引 理 , 不 能 表 成 形 为 PC2r +3) 


+9(25 +3) 的 最 大 偶数 2n 对 应 于 


nm 一人 OP 二 9) —pd-Dp-—d, 
2n=2pqd4+pt+d, 
iE 4p-3,34-5, RAB Just fj Schaumberger 的 结 


Shah!) 对 引 理 1 有 下 面 的 推广 ， 

3| 理 2 设 p 积 4 是 互 素 的 正 整 数 ，K 是 一 个 确定 的 正 整 
4x. ADREM KAPPA pr 4s5(02:0,8200 形式 的 最 
六 整数 是 KKpg-p-99。 

更 在， 我 们 能 用 与 定理 4 相同 的 方法 来 证 明 Just 和 Sch- 
aumberger 结果 的 如 下 推广 形式 ， 


Co 利用 华罗庚 《数论 导 引 》 第 一 章 $ 5 定理 3 ， 及 接 车 的 习题 1 就 不 难 
证 明 这 引 理 。- 一 一 校注 
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定理 5 设 2 和 9 是 两 个 不 则 的 奇 素 数 。 那 么 不 能 用 K 种 
方法 表 为 两 个 分 别 为 p 和 9 的 倍数 的 奇 合 数 之 和 的 最 大 偶数 
是 | 

akpg+p+gq, 

我 们 称 一 个 数 写 为 两 个 奇 合 数 之 和 的 表示 形式 为 其 标准 
表示 式 。 对 一 个 正 整 数 k， 所 有 不 能 写成 为 k 种 标 ERRA 
中 的 最 大 整数 ， 我 们 记 之 为 F(k)， 很 显然 ， 对 FO 我们 有 


F(1) =38, F(2) = F (3) = 68, F (4) = 94, 
F(5)=122, FOG) =F(7)=128, 了 (8) = 136。 


25 OX B 


[17 Erwin Just and Schaumberger, A curious property of 
the integer 38, Math, Magazine, 46 (1973) , 221, 

i21 W. Leveque, Topics in Number Theory, Vol.l, Addi- 
son-Wesley, Reading. 1956. p.22. 

[3] Problem E 1637, Amer. Math. Monthly, 70(1963), 1005, 
and 7] (19645,1799. 

[4] A.P. Shah, Contribution toea problem of Frobenius, 
Ph. D. thesis submitted to Gujarat University, 1970, 


CE iF, GARB 
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条 件 极 值 的 二 阶 导 数 判 别 法 2 


D. Spring 


在 许 许 多 多 的 数学 及 应 用 的 课题 中 出 现 的 一 个 著名 的 数 
学 问题 是 求 国 数 的 极 值 ( 极 大 值 或 极 小 值 )， 其 中 的 函数 满足 
一 些 附加 的 约束 条 件 。 157,90: UPR 是 一 些 可 微 函 数 ， 
Ixexm, UERT"HN-TFE, mcn, HRA 由 方程 
4,70, IxncxmeEM. 假定 ACU 是 约束 条 件 的 解 集 。 问 
题 是 求 函 数 f: A>R 的 极 值 ， 了 是 f 在 解 集 4 上 的 限制 。 
举例 说 来 ， 设 (x1,*…,xw) AER” 中 的 坐标 ， 考虑 一 些 简单 的 
Sy RX. =0, lam, XH fF BA=UNV, VER" 
的 一 个 线性 子 空间 ， 基 中 每 个 点 的 前 m 个 坐标 都 是 0。 令 
Ga ttm Xn) mf, 98,0, x2, Xn)， 于 是 我 们 发 现 相 
对 于 约束 条 件 了 在 点 a= (0,79,0,05 4, es an) 处 取 到 极 值 
当 且 仅 当 了 在 点 站 = Ca a, as) ADIL BY GH REM 下 的 ) 极 
值 ， 特 别 地 ，6 是 函数 了 的 驻 点 ， 即 了 的 所 有 一 阶 偏 导 数 在 
à 处 取 值 为 0。 由 于 在 一 般 的 约束 条 件 时 了 仅仅 是 隐 式 的 ， 
所 以 它 的 极 值 不 可 能 直接 计算 出 来 。 

解 条 件 极 值 问 题 : 的 经 典 方 法 涉及 到 大 家 熟知 的 


@ On The Second Derivative Test For Constrained Local 
Extrema, Amer. Math. Monthly, 92 (1985) » 631—643, 
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Lagrange FELLE 4 2,16 D. EL: R™XUPRE 
(m+n) zeh Lagrange p 2 


LO, ‘0 Ams X15 eco, Xn) 


=f (x1r, Xn) + ? Asa X t Km); 


a= |} 


固定 aE 4 并 出 于 技术 上 的 原因 假定 映射 g= C9, 922: 
U>R" 是 O 类 的 且 在 4 点 有 最 大 的 Rm). X RER 
证 了 解 集 4 在 ea 点 附近 是 R 中 的 一 个 (2 一 如 ) 维 子 流 形 。 主 
要 的 结论 是 ( 见 文献 -4 ],[11])， 相 对 于 约束 条 件 ， 如 采矿 
在 ae 4 处 取 到 极 值 ， 则 对 于 某 个 向 量 = (01,02, 782 € 
及 向量" = (0,2) € R” x UE Lagrange he LUTER. 
LE a 点 的 所 有 一 阶 偏 导 数值 都 是 0 Hi 


27 (ay + Bye tan (a) = 0， (1.1) 
7 d=] 


OX ; 
IKJ KM; Jala) =0, Amen, 

因而 ， 一 般 说 来 ， 条 件 极 值 问 题 的 解 一 定 在 相应 的 Lagrange 
ER Ze RS DE exp X IL. 

但 是 ， 对 于 条 件 极 值 问题 ， 驻 点 条 件 (1.1) 仅 仅 是 过 要 
的 但 不 充分 。 本 文 论述 的 中 心间 题 就 是 去 寻求 一 个 合适 的 充 
FRF. 

作为 参考 ， 在 此 叙述 一 下 探讨 充分 条 件 的 传统 方 读 是 有 
益 的 。 在 无 条 件 极 值 问题 时 ，m=0 上 =f。 设 aEU 是 1 的 
ge, ca) =0, <<a, 假定 1 是 C0? 类 的 ， 在 4 点 展 


Xi 
JF f ax, Taylor ZR 28r Ch = Chis ECR"): 
fark =j +t Dy „I Gh e RO, (1.2) 


el OX 10X j 
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其 中 lim 5:7 = 0, Bota 的 性 质 是 由 检查 在 (1.2) 式 中 出 


现 的 二 次 型， 


TS af 
ze, ta 


i,j=} i 
来 分 析 的 。 注 意 到 4 的 相伴 矩阵 是 Hesse ABE 


H GXe) = = — 1. (a) 
i i 


. 


| 


因为 余 项 是 “可 以 忽略 的 ”， 所 以 我 们 有 下 面 的 结论 (Edw- 
ards_6,p.138]): 

命题 1,1 如 果 9 是 正 ( 负 ) 定 的 ， 则 f(a) 是 严格 的 极 小 

CAO ids 如 果 4 既 可 以 取 到 正 值 又 可 以 取 到 人 负 值 ， 则 
ac U 7j f BRIB. 

注释 1.1 BARE, Ba 是 退 化 的 (det Hf (a) =0) 
或 者 是 半 正 定 或 半 负 定 的 情形 ， 则 在 二 阶 人 篇 导数 的 水 平 上 ， 
UF a 的 性 质 必定 是 不 确定 的 (一 个 完全 的 讨论 见 $ 4 的 
die. Plan. if (x,y) -x-s. gx, -x-—y* 则 

(0,00 点 是 和 9 的 叭 一斑 点， 相应 的 二 次 型 都 (x,y) 
=x%， 它 是 退化 的 且 是 半 正 定 的 ， 但 是 j 在 (0,0) 点 取 到 
严格 的 极 小 值 而 9 TE (0,0) E APR XU fü. 

为 了 能 够 得 到 区 分 命题 1.1 中 的 3 种 情形 的 数值 算法 ， 
我 们 观察 由 Hesse 和 矩阵 Hf(a) Bg kxk 阶 和 顺序 主子 式 组 成 的 
FRAT hakan = (rasrn)(Edwards[6,p,149])。 

在 det HAO FO 的 假定 下 〈 从 而 4 非 退 化 ) ,如 果 全 是 
KES, B+, + +, Ho 是 正定 的 :如 果 负 正 号 交错 ， 目 
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os so dul mu xL ELI T RM rr ee M MEET Pr Se eee ^c PHMAHPS rh ARMEUTU NIC A Tap IL ART deeWEND B sc IT RR eg canos . 


-- 4 tamy tpr, Wi] q 是 负 定 的 ; 任意 其 它 的 符号 序列 ， 或 
者 序列 中 有 0 项 ， 都 意味 着 4 既 可 以 取 到 正 值 又 可 以 取 到 负 
(fi. 

在 条 件 极 值 的 情形 ， 前 面 我 们 曾 说 过 (技术 性 假设 )， 
he = Gm = 0 的 解 集 是 R” TE a 点 附近 的 一 个 子 流 形 。 
Ve 2, 是 辅助 二 次 型 


1 ~ a2L 
4, (h) = >, Gran, hg 


isjel 

相对 于 约束 条 件 Ge =0, ISaxm, f 在 4 点 附近 的 性 质 是 通 
过 观察 限制 在 R 的 一 个 线性 子 空 间 上 的 二 次 型 :来 分 析 
的 ， 这 个 线性 子 空间 由 流 形 和 A 在 4 点 的 切 向 量 构 成 (Edwards 
[6,P.154j)。 因 此 ， 用 分 析 的 术 话 来 说 ， 就 是 相对 于 妈 个 线 
性 约束 条 件 
DIG Ohi=0, 1<a<m (1.3) 
FE RF die 

命题 1.2 (Edwards(6,p.154]) 对 于 线性 约束 条 件 
d.d, An a, 分 别 是 正定 、 负 定 或 不 定 的 ， 则 对 于 约束 条 
PF go 0, 1Sasm, pee (Ea 点 分 别 取 到 严格 极 小 值 、 严 
格 极 大 值 或 不 取 极 值 。 

注释 1.2 命题 1.1 是 命题 1.2 在 m=0(L=f; 9,=9q) 
时 的 特殊 情形 。 

注释 1.3 ”其余 情形 ， 即 相对 于 线性 约束 条 件 (13, 
4, 是 退化 的 或 是 半 正 定 或 半 负 定 的 ， 则 驻 点 2 的 性 质 , 在 二 
阶 导 数 的 水 平 上 ， 必 定 是 不 确定 的 ( 见 $4 的 Ae). 

为 了 完成 命题 1.2 的 分 析 ， 需 要 一 种 能 把 服从 线性 约束 
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FAP HY ET op EA Be BE. H.B, Man 区 分 了 
服从 线性 约束 条 件 的 正定 的 及 负 定 的 二 次 型 。 闭 名 的 数学 经 
HR G .Debreu ®! 推广 了 Mann 的 工作 ,区 分 了 服从 线性 约 
束 条 件 的 半 正 定 的 及 半 负 定 的 二 次 型 。 因 为 二 次 型 既 取 正 值 
义 取 负 值 的 充分 必要 条 件 是 既 不 半 正 定 也 不 半 负 定 ， 所 以 
Debreu 的 算 灶 原则 上 满足 了 区 分 命题 1.2 中 的 3 种 情形 的 
需要 。 我 们 对 于 文献 中 有 关 充 分 条 件 的 回顾 就 到 这 里 。 

本 文中 ， 我 们 提供 另外 一 条 途径 ， 去 研究 条 件 极 值 问题 
的 充分 条 件 。 我 们 的 想法 是 在 点 ac U f 453. rh 1E AB BR S 
Ph. (ERECT CE a 点 附近 变 “ 平 坦 ” 些 ， 旧 使 约束 函数 在 新 
的 维 标 系 中 成 为 前 面 讨 论 过 的 一 些 简单 约束 国 数 ga (Xi,…， 
Xa) =Xo, 2<m。 在 简单 约束 条 件 时 ， 可 以 用 无 条 件 极 值 
时 区 分 二 次 型 的 算法 得 到 恰当 的 充分 条 件 ， 

ig v= (6,4) Lagrange PRAY LAPEER. 我 们 做 法 
的 特色 是 ， 用 驻 点 处 算得 的 函数 工 的 《m +2) x (min) ii 
Hesse 矩阵 HL (v) CL dE v 处 的 二 阶 偏 导 数值 构成 的 矩阵 ) g 
述 充 分 条 件 。 具 体 说 来 就 是 : 
09, 9g, | 


O ee 0 ax, (a) eee x, (a) 
| | 
dgm o Im 

0 0 3x, (a) ax, (a) 
HL) = A , »I s | 
99i ovum. IL vee 2 | 
Ax (a) 2x, (a) Jx? (v) ax, ax | ) | 

99g, 98m 3°L 0°L 
(a) (a) ax,ax, Y?) "t Ox? (v) 


— 
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注意 到 HLM DAP nxn FREE ER 1.2 中 用 到 的 辅 
助 二 次 型 
q, (kh) => 2% PL 一 一 过 一 (2 万 大， 


9X ; OX ; 


的 Hesse HE. BRETTEN RR HH A) HL o) 区 分 下 
面 3 神 重 要 信 形 的 二 阶 导 数 判别 法 〈 即 数值 算法 ) ,这 3 BN 
IE we: 

相对 于 约束 条 件 g。= 0,1 委 ac 入 mm,/ 在 a 点 取 (Ad 
Ma, Hc GEO 极 大 值 或 不 取 极 值 〈 后 者 称 为 蒂 状 情形 ) 

(1.4) 
定理 1 是 主要 的 结果 ， 用 于 区 分 (G.0 中 的 3 种 情形 ， 
而 且 在 det HL) =0 有 时 韦 供 一 种 看 来 是 新 的 完整 的 较 状 情 
形 的 判 则 。 定 理 1 中 用 到 ALO) REF ROE 列 ， 这 一 序列 
隐 作 在 这 一 问题 的 茶 些 较 早 的 分 析 中 (例如 Hancock 8 的 
p.74)， 但 可 能 是 日 .5.Mann mW 在 本 杂志 中 第 一 个 明确 
SIE. TN ze, Mann Ay AAPA RG. Debug" 在 
BL AP CR PULP ERIS T. WEFR , Mann 的 判别 法 显著 地 
ur Bae ee eA ZB BS ch, HIM ETE ADR 
J- &3 Hesse $B fg y% (Ostrosky Aj Koch U31, Y Murata [21 , 
x AT LA ZS] J. Marsden MA.J.Trombal!!) 基于 定理 1， 
Kee LA Pi Mann PS EE TENE aL PE GRE 
件 情形 时 很 容易 被 理解 ， 

Fix Lagrange 乘 子 的 基本 方法 的 文献 是 大 量 的 ,但 有 关 
一 阶 寻 数 判别 法 的 文献 却 很 少 ， 我 意识 到 ， 在 所 有 这 些 文献 
中 ;,(1.4) 中 的 鞍 状 情形 都 被 忽视 了 (Hancock [81> [9] Carathe- 
odory 3) , J,Marsden 和 A.J.Tromba UU, Y, Murata U?1, 
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F Bowman #1 F.A.Gerard 3, K.G ,Binsmore 1), EZ 些 高 
等 微 积分 的 教科 书 给 出 了 条 件 极 值 的 充分 条 件 但 没有 给 出 一 
种 数值 算法 去 区 分 0.4» 中 的 3 种 情形 (C.H. Edwards ™ , 
R Courant Aq F.John 4! 5), 

Ar CIR PAS TA EL) BREMER AN ZI 
数 判别 法 。 从 而 需要 更 详细 地 研究 二 次 型 的 分 类 。 CR 
中 的 材料 不 够 ， 为 此 我 们 在 文章 后 面 增加 了 一 个 论述 二 次 型 
的 附 孙 。 


2, IBM Mae 


设 CY piejper 是 非 平 几 的 实数 询 ( 即 不 是 所 有 的 项 全 是 
00. i v, 是 此 序列 中 最 后 一 个 非 零 项 。 

X (OD And 性 六 0，1=1 天 ， 则 称 序列 G; 是 
FEEF II. 

(2) a BC-Diy;>0,7 = Lk, MER FFM (y;) 是 
PAESI. 

(3) dnd OD AR (2) ABA eae, WU RARE PLR O EM 
型 序列 ， 即 ， 或 者 是 其 些 yy, =0, pk. 或 者 是 符号 序列 不 
Au EO). 

(4) 序列 (GY,) 称 为 契 正 ( 负 ) 定 序列 ， 如 果 它 是 半 正 ( 负 ) 
ml Hk =r 《有 即 最 后 一 硕 rvs.-50). 

在 后 面 的 命题 2.1 中 我 们 将 解释 这 些 定义 ， 

ide (a) nxn REMY 7 GES REM 的 1xy7 阶 
主子 矩阵 ( 即 由 和 MM 去 掉 Cn - 7) 行 及 相应 的 Cn—- 7) 列 得 到 
HI TIERO MITAI. 

(b) RME nxn Be. Filen) 的 每 一 个 置换 
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a, MOEA r RMIT Ree Bl AE. Eo 

的 是 坐标 的 线性 变换 ; (xi xD 9 (Xa) anne 因此 

M(7) = EB !xMxE， 其 中 是 (依赖 于 7 的 ) AIEO 

BE. | 

本 文中 所 需 的 代数 方面 的 主要 背景 材料 是 ; 

命题 2.1 ZOER 中 的 实 值 二 次 型 , 其 相伴 和 矩阵 是 M 
(在 R” 的 某 组 基 中 )， 

(a) OHEE hE) 4ARAMVMPETAYSI 
Oije EEE (ME) Hy. | 

b OF FEW, NEL DUSE4ECIL TI -TERT 
使 得 M(z) 的 顺序 主子 式 序 列 C94 C0 ,<j<r 是 非 平凡 有 的 时 
是 鞍 型 的 。 

证 明 ”结论 (a) 是 熟知 的 (EdawardsL6,p.149])。 结 论 () 
在 文献 中 看 来 没有 出 现 。(b) 中 “ 当 " 的 部 分 是 显然 的 有 旺 征 下 
面 引 理 2.1 的 一 个 推论 GER MEAT BRR WA 
基 得 到 的 8 的 矩阵 )。(b》 中 “ 仅 当 ”的 部 分 在 附录 中 证 明 ， 

引 理 2,1 设 4 Æ R 中 的 实 值 二 次 型 ， 其 相伴 和 矩 蚂 IE 
N( 在 只" 的 某 组 基 中 ) .如 果 广 的 顺序 主子 式 序列 (y 7)1<j<n 
是 非 平 凡 的 且 是 鞍 型 的 ， 则 9 EDER. 

证 明 o 设 yx 是 序列 中 的 最 后 一 个 非 零 项 ,并 设立 定 由 给 
定 的 R” 的 一 组 基 的 前 & 个 向 量 生成 的 民 ” BFR. Hg 
表示 岂 限 制 ，4 (XxX) = 94(x)，、xEV， 得 到 的 V 上 的 二 次 型 . 因 
为 yi 到 0， 所 以 是非 退 化 的 。 又 因为 序列 (3)) 1<jy<r ER 
型 的 ,所 以 由 非 退 化 的 二 次 型 的 分 类 (上 dwards [6,p.149]) FE 
fig Mu) 是 不 定 的 ， 7 

作 了 以 上 准备 ， 现 在 叙述 我 们 的 二 阶 导 数 判 别 法 如 下 ; 
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Er, = (一 1)"x Hesse ERE HLO) 的 左上 k 阶 主子 式 ， 
1 二 Km +n。 特 别 地 ,有 Tnim = (一 1)”det HLO), 注意 到 
m =0〔 有 即 无 条 件 ) 时 有 工 =f 且 v=aEU BS 的 驻 点 ， 这 时 ， 
D, 是 Hesse 矩阵 Hf Ca) 的 左上 上 REFR, 1<k<n, ex 
是 {1,…,m+n} 的 一 个 置换 ， 则 (7) = C- D" xA BE 
HL) BELKNETR, Isk<m+n, 在 判别 法 中 ， 
我 们 只 用 到 序列 


(Tsomt+p) ı1<p<en-m = (lameiottts D ime?) 
及 
(Tymip DD iap«n-m e» 

定理 1( 二 阶 导 数 判别 法 ) Bev=C,a)eR"™ XU E 
Lagrange 国 数 工 的 一 个 驻 点 , 太 g: U>R,lSasm,m<n, 
是 C? 类 的 可 微 销 数 及 9 = (sr, gm): UR 在 4 点 有 最 大 
Pk (=m). Fae, RE 

(I ,*** 5 Im) 
(X, 529° Km) 
(如 果 有 必要 的 话 ， 将 变量 X71,… xs 重新 排列 )。 

(a) 如果 Tmin HOCH det HL(w)0). 

(85 如果 序列 (Tomın Iıcpen-m 是 正定 的 , 则 对 于 约束 
条 件 ，f 在 aEU 处 取 到 严格 极 小 值 ， 

i) WRIA (Tom+p ) 1<pan-m 古人 负 定 的 , 则 对 于 约束 
RP, f 在 aE U 处 取 到 严格 极 大 值 。 

(b) MRIZI (Tmip )1<cp<n-m 非 平凡 且 是 鞍 型 的 ( 注 
意 ， 我 们 没有 假定 det HLOo-E0,. RMR FET, A 
Tan EO; 则 对 于 约束 条 件 ，f 在 4EU 和 既 不 取 极 大 值 也 
ARRE. RIEZ ARRE. 


(a) £0 
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Cb)! HEAR AD BOR TZ). WREE HLOH ie Ja Qn — 
mm ) 行 及 列 的 置换 x (这 相应 于 R 中 最 后 (n-m) 个 变 元 的 - 
Bil: (Xp 9 88% Xn) > (X, ttt Xm» Xam) »*** 5X ein) » 使 得 由 
yeah HL 得 到 的 序列 CPomip CM) ı<p<n-m JEF JL B. 
ERHO, MI FORK. SECU 既 不 取 极 大 全 也 不 
取 极 小 值 。 

注释 

(1) 在 (中 ， 如 果 min 20 GI det HLO2zE0D , MFR 
此 情形 为 非 退 化 鞍 状 情形 ， 它 相当 于 : 不 是 (GD 或 (ii))。 因 
tH, an Prnmyn 天 0, 则 二 阶 导 数 判 别 法 是 完全 的 ， 乃 外 ,如 未 
det HL()z-0, MIR’ Ser. 

(2) 显然 ，(b) 是 (b) “的 特殊 情形 ( 令 工 = 这)。 事 实 上 ， 
如 果 (a) 不 成 立 ， 则 人 pb) 一 般 能 应 用 。 后 面 的 例 3 用 于 说 明 如 
果 det HLO) =0, 则 @) 不 成 立时 可 以 应 用 (b) ^. 

(3) MAA RE MEAT, ALTE min =O HLO =0 
Hb)’ 也 不 成 立 的 情形 ， 这 时 ,定理 1 BER TSE o WTE 
质 没 有 结论 。 按 照 % 1 中 命题 1.2 提供 的 分 析 充 分 条 件 的 木 
语 ， 这 相当 于 说 ， 对 于 线性 约束 条 件 (1.3) ,辅助 二 次 型 十 退 
化 的 且 是 半 正 定 或 半 负 定 的 (完整 的 细节 见 $ 4 的 结论 I 和 
TV)。 在 $ 4 中 我 们 将 说 明 ， 这 种 退化 的 半 定 情形 ， 在 二 阶 
偏 导数 的 水 平 上 必定 是 不 能 确定 的 。 因 此 在 此 意义 下 ， 定 理 
1 的 叙述 不 可 能 再 改进 。 

(4) 4 m 2 0. MERR H Tn = det Hf (a0 zE0 BT, 
定理 1 就 是 大 家 熟知 的 函数 在 驻 点 处 是 否 取 极 值 的 二 阶 导 妆 
判别 法 (Edwards[6,p.145])。 要 注意 的 是 ,在 det Hf (a) =0 
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上 时， 结论 (7 和 (pb) “改进 且 完 全 了 这 一 传统 的 判别 法 。 

(5) 当 ?=3 太 1 人 和 2 时 ， 定 理工 中 的 人 a)? 的 证 明 在 许 
BAR EBA (例如 ，Bowman 和 Gerard 21), {H Æ, jX 
些 书 上 的 讨论 或 者 无 视 鞍 状 情 形 的 存在 ,或 者 假定 
det HL()-40. 

(6) 4mean-1it, FARB A FPmien= C-D™ 
«det HLO) ,这 时 ,只 要 假定 9: U>R" fEacU 处 的 秩 等 于 
mB | CAB A THE. SERIA BB ,这 时 没 
A HET ae FE 

下 面 ， 我 们 用 一 些 例 子 来 解释 定理 工 。 

Bll f(x,9,2) =Xyz, 约 束 条 件 是 x? - y? -z*—1- 0, 
这 个 例子 取 自 Marsden 和 Fromba(| 11],p.22950, FA 

L=xyz+i(X®+y?+z?-]) 
Hg—^ EAE b= (0,1,0,0)。 在 点 2 处 计算 得 T3=0,1, = 
-det HL) = -4. Hi 定理 1 ， 我 们 看 到 这 是 蒂 状 情形 。 但 
是 由 于 没有 药 状 情形 ， 所 以 Marsden #1 Tromba (不 加 判别 
地 ) HAEC v Ju. Hv 的 性 质 不 能 确定 。 

例 2 AHTRA x +y =2 EMA Cx 和 直线 x+ 
y=4 上 的 点 《Xs,X4) 之 间 的 最 短 距 离 ( 见 Edwards 6, p. 
156), Beak eh Be 

PH Ras Ks) = (Xi— Xe) + (x4 — x,)? 


在 两 个 约束 条 件 


_ v2 . _ 
gi(X4,X5,X4,X,) —x1 -x$—-2-0, 


ga (X1,X5, X5, X4) =Xo+x,-4=0, 
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FEMIÉ. IE fp Lagrange f Be L=f +A, ta: Hy FE 
FARE: t= (1,- 2,1,2,1,2) Ke, = (— 3, -6, -1,2, — 1,2) . 
由 增 广 的 Hesse 4p pe 


0 0 2X) 0 | 2x; 0 

0 0 0 1 0 1 

HL@) =| 2*1 0 2+24, -2 0 0 
0 1 -2 2 0 0 

2x; 0 0 0 2+2A, -2 

0 I 0 0 -2 2 


Bft: 在 六 处 Fs=32，Fe=64 在 vs 处 Ts= 一 32， Te= 
一 192。 由 定理 1 ,可 以 断言 ,在 点 〈1,2,1,2) , 即 相 应 于 加 上 
的 (1, 了 DD 点 和 直线 上 的 (2,2) 点 ，f RRA (实际 上 是 最 小 
值 )， 而 在 点 〈- 1,2, -1,2) ， 即 相应 于 贺 上 的 (- 1 -DÄ 
及 直线 上 的 (2,2) m. f 不 取 极 值 。 这 个 结论 在 几何 上 是 显 

AZ f(x,y,z,t)sy?ez* -t* - x*É VP lid Ax -~ z=, 
显然 f 本 号 是 非 退 化 的 二 次 型 ， 但 在 由 直线 方程 x*=z 定义 
Hg R* in 3 维 子 空间 上 成 为 退化 的 二 次 型 且 既 取 正 值 又 取 负 
值 。 我 们 用 定理 1 来 检验 这 一 事实 。 

L=4? +z? =? =x? +A (x-z) 

的 驻 点 形 却 为 2= (2¢,t,0,6,0), tc R, HALMS5XSBH 
Hesse 50748 P,22, P'4,20R P4520. F912,0,0 BEEE 
的 。 从 而 定理 工 的 (>) 不 能 用 于 这 种 情形 。 但 是 交换 zz 和 | 
后 得 到 Lagrange pj Be 


Y+- z? x? tAlt, 
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这 时 算得 Ps =2, = -ARTs=0. AY Fl 2, -4,0 是 
蒂 型 序列 ， 所 以 由 定理 148 (b)’, OS, TRUE 
x=2,f RH G,0,00 € Rt,tE R， 的 任意 一 个 点 上 都 
不 取 极 值 ， 


3. 定理 1 的 证 明 
我 们 首先 对 在 8$ 1 中 引进 的 简单 约束 条 件 x40, 1x2 
<m EREM., EANA ERRE HLO) 将 自明 进位 
SRI FIN Tomi, lpzn-mmJ[fgH. W 
fx yee X4) = f (0,°*,0,Xmsy gree X) 


相应 的 Lagrange BR L= + >) Aa xn， 其 驻 点 是 形式 为 


v= (CaE R^ xU 
的 点 ， 其 中 
(1) A= (0,*,0,am+1 9 *** 0g) m] @ = Camis’ an) 是 


, af af m 
(11) Q 一 (ed (a) Je R . 
2 了 2 
° (t) oj (d), m+1sti,j<n, (3.1) 


ax,0X, ^ ax,aX, 


从 而 ， 将 HLO)'85 p RÁBRATEGX. F 


Omen Im Omm-m 
HL<(v) = lin B C 9 
On-mm CT Hf ca) 
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+ aw B 9° ap! * uu 
其 中 Hfröy= I Qa) e T fel a= Caney tee san ) 
w) 2 


处 的 Hesse HE, O,,, di 7x5 ype ape, Ir 是 rxr 阶 单位 
BE. VE CApdicpen-m ct Hesse ab AF Ca) 的 顺序 主子 式 序 
Al, (Si Qicecnim 是 Hesse HE ALY) 的 顺序 主子 式 序 列 。 
Hr Xx fg 
F,-26-DP"S,, 1x<k<nim, 
Hits FISK OSE MEI. TRA WES 
G) Som =- D^, 
(D Somip =C- D’A,,1IsSpsun-m, (3.2) 
从 而 有 
Pomp = (~ D’"Ap =Ap; lxpxn-m, (3.3) 
HF M (Tom: pdicpen-ne 和 序列 (Ap)1<p<n_m 重合 。 
关系 式 (3.3) 解 释 了 由 Mann O 引进 的 带 符号 的 行列 式 
序列 。 为 了 证 明定 理 , 我 们 看 到 
相对 于 约 束 条 件 x, =0,1<a<m,f Eac 4 处 取 CR 
的 》 极 小 值 或 《严格 的 ) 极 大 值 或 不 取 极 值 的 充分 必要 条 
件 是 了 在 5= (en :an) 处 分 别 取 到 《严格 的 ) 极 小 值 或 
《严格 的 ) 极 大 值 或 不 取 极 值 。 
(3.4) 


[a 


n 3? 
quo = 5 2o x 


(d)h,h, 


E> TF! r 


TBR T ESE 点 5 的 值 相 连结 的 二 次 型 (参阅 $ 1 的 
(1.2)) 应 用 命题 1.1 于 了 ， 再 应 用 经 典 的 结果 命题 2.1(a) 及 
引 理 2.1 于 二 次 型 了 ， 我 们 发 现 ， 由 前 面 的 (3.3) 式 及 (3 .4) 
N, WRB 革 的 结论 Ca 和 (证 得 。 
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剩 下 的 是 证 明 结 论 (2) .由 前 面 表 出 的 矩阵 HLO) 的 形 
3o WDA RAB, HF HLO) DR XO —- mm RS 8j f£ 
tea PLR, ALO EEA fj 2m x 2m Bp EFRATE 
的 ， 但 Hf @) ak Hj C3) CO, Mitt 


(3.3 式 的 证 明说 明 序 列 (Tomip COD 1cp<n-m 和 序列 
(A? COD span m 重合 。 (3.5) 


应 用 命题 1.1 于 j， 又 用 命题 2.1(Gb) 于 二 次 型 5， 可 以 
发 现 ， 由 前 面 的 (3.4) 式 和 (3.5)〉 式 ,定理 1 的 (b) ' 证 得 ， 
为 了 对 十 一 般 的 约束 条 件 证 明定 理 1， 我 们 用 谷 标 变换 
将 其 化 为 简单 约束 条 件 的 情形 。 仿 
9; R"xU>R"”XR"=R"*" 
eR AY 
VO ttt Am Xia te Xa) = Gas ttt Ám Zia ttt ， 
其 中 
Za =GalXpo* Xn), LRaxm, 


Zmci c mei? t+ Jmign, 


bon Onmın 
Dow) = | Omm Dyca) |. (3.6) 


Ön-ms2m ln-m4 


P eIn Ca) 基 0， 所 以 显然 存在 C 类 的 映射 p， 在 


V=(C,QVER"XU kbA RAKE m+n), Ah RR E 
BB UU RE, Chis, Ams Zites Zn) IE R+” h ftw ov) 的 一 
个 邻 域 内 定义 了 一 个 坐标 系 。 记 
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€ 'CA,2) = (A,y CDD C RP xU, 
FR 


L=Leo'=fW(z)) + 9A, Zas 


G - 1 


TH, LEM FARA Z.=0, lam, HUT C? 类 映 
Ht S op Hy Lagrange EQ 24. hoe ELHA wspo 
Lagrange 函数 =L。9-! 的 驻 点 ， 显 然 ,我 们 得 到 下 面 的 等 
从 条 件 : 


对 于 约束 条 件 ga =0, 1xaxm, fHacA K RAG 
iSo NER RN) 极 大 值 或 不 取 极 值 ， 当 且 仅 当 ， 
对 于 简单 约束 条 件 z。= 0, lam, fo yw 在 点 a, 处 分 别 取 
f) G5 极 小 值 或 《严格 的 ) 极 大 值 或 不 取 极 值 ， 其 中 
wid} =a, 


(3-7) 


FIRE (3.7) 指示 我 们 应 该 比较 Hesse 和 矩阵 HLO) 
A H LODS ETAJI xxi PIOS | £83ESEXX. 

51383,1 HLW)=P’xHLw)xP, Hi P=De), 

推论 3.1.1 如 果 丰 是 人,…,m+n} 的 一 个 置换 ， 则 
HLW) = P? CT) x HLE) (0 x POCO, 

挫 论 3.1.2 为 外 ,如 果 开 点 态 固 定 {1,…,2m}{ 即 诱导 
Cm +n) x (mtn) 阶 矩阵 的 最 后 Cn 一 1) 行 及 列 的 一 个 置换 )， 
BLO) ks<mrn E HEC) CO 的 顺序 主子 式 序 列 ， 则 


rag , *** Im) 2 一 
limi, CB) = ey | Izmir), 
Oxpzn-m, 
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推论 3.1.3 对 于 推论 3.1.2 中 的 每 一 个 E fà, Fl 
《Tomip 《TD)) ispan-m 及 序列 (np MM)  cpen_-n DH 
EEE CRIES) I, ME CRE) ERRER, 

显然 ， 抢 论 3.1.3 及 前 面 的 等 式 对 于 一 般 的 约束 条 件 证 
明了 定理 1。 

5]38 5.1 的 证 明 这 条 引 | 理 是 大 家 熟悉 的 结果 ， 即 坐标 
变换 在 相应 的 驻 点 处 引出 Hesse 矩阵 的 一 个 相合 矩阵 的 特殊 
情形 。 具 体 地 说 ， 因 为 L=。?， 所 以 在 引进 辅助 记号 

(Uy , ama) = (Arste s Ams X15 *** X) s» 


(v, 996 Union) = Arste Àmo 715 *** Za) 
及 
9 = (Piste? Paints R? X U-»gnm*^ 


后 我 们 发 现 ， 由 直接 的 链 锁 法 则 算得 
oL GO 22] 29, 
2, 


—9 yy = ob ew) (yy9*s 
ou, ou; (v) = vo QU, OU, (Wan. (v) u,» 


ISi Sm +n, 
这 里 ， v EE Aw =P (v) Bl 
HL() =P'"xHL(w xP, 其 中 P=D¢v), 
推论 3.1,1 的 证 明 设 E 是 相应 于 的 (m+n) x (m+ n) 
阶 正 交 和 矩阵 。 于 是 有 
HL(V) (m) =E :x HL(V)} XE 
—-E'!xPTxHL(w)xPXxE 
= P? (ma) x HL(w) (2%) x P(x), 
推论 5.1.2 的 证 明 由 (3.00 AB, PHA bE2mxom 
bruce 
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| im Omm 
Pom = | l, 
Omen D1(9) (a) 
其 中 
rag, 
D = | i . 
; (9) (a) | ax, COM 
fe ade, A 
d tsm 
det Pon = 9 C91» (o (£0), 


D(X 928% Xn) 


WR EPERE Om) FRAMERS MN FE 阵 
POT) BAe 


p(x) =| 


-On.-m,zm In-m 
HB B ALR hi Hy 2m x (n -mm gos. 
Ay HLEA) (m) = P7) x AE w) (m) x PO), RLR 
(3.8) 式 《并 注意 到 PTO =P (7) Kita DRE ir 
算 , 推论 3.1.2 证 得 .从 而 ,对 于 一 般 约束 条 件 ,定理 1 证 得 。 


Pom B 
|. (3.8) 


4. 讨论 
这 一 节 用 于 解释 定理 1 与 经 典 的 结 采 ， 即 $1 的 命题 
1.2 之 间 的 联系 。 首先 我 们 将 服从 线性 约束 条 件 的 二 次 型 进 
行 分 类 。 
Wo- Blas xx ER? 上 的 实 值 二 次 型 ，A= 
js] =] 
[ai ı<ysten 。 假 定 9 HRJA m TERIER AR f 
> 544%, =0, Isı<m, m<n, 
j=1 
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& B= bij lictam: rejen 是 这 EEX RR AR TER RB 阵 ， 并 
em xm Br-E BER Oy Jı<i,jcm EAE AT eM. we, v- (0, 
ME R” xR" Lagrange HA 


L=9+ 5, 2 iii^ 


i-1j-1 
的 驻 点 ， 在 该 点 处 的 Hesse 矩阵 起 
"Opsm B 
HLOY= | ox al (4.1) 


H S$ 25a, ALOR ALO) CO) TIS WU ZEE X 序 列 分 别 是 
CPidicremen MT (DM) pepemin o 
定理 ? 对 于 上 面 的 线性 约束 条 件 ， 
(a) 4 是 正 〈 负 )? 定 的 充分 必要 条 件 是 序列 
T mip dicpen—m 
EE CV 2E I. 

(b) 9 JETER) SÉ D AA BAR Ee FETE RT PA (n - m) 
个 变量 的 一 个 FE RA, Cs) > CK, XX aimed) > 
Kun) RAEI amip (O))icpen-m 是 非 平 凡 的 且 是 

(c) 9 是 半 正 (人 负 ) 定 的 充分 必要 条 件 是 对 于 R" 中 最 后 
Qn 一 mmm) 个 变量 的 任意 一 个 置换 ,序列 (Tomip (M)ıspen-m 
Ze JL FE CH) EH. 

LEBH 定理 EWS be Ae 1 于 满足 线性 约 
RAR PPE RAY. FC Bee EER RPE EL: x, 
-0. 1m, AQ. yx) 是 二 次 型 

Ozon 0,Xx Pt X4) = 2, ài iX X4. 


< is J-mri 


在 简单 约束 条 体 时 ， 定理 2 由 8 3 的 (3.3) 式 及 (3,5) 式 

《在 定理 1 中 令 f=49，f = 人 人， 由 8 2 的 命题 2.1 给 出 的 用 
于 8 的 分 类 结果 及 附录 中 的 命题 4.1 推 得 。 对 于 一 般 的 线性 
约束 条 件 ， 注 意 到 如 果 j=9 及 


ga (X,,*** Xn) = >’, j* i» ] «ax, 
jet 


则 在 定理 1 中 构造 的 坐标 变换 映射 9?。R"->R”":” 是 线性 映 
射 。 于 是 在 新 的 坐标 系 中 ， 了 荫 数 4。 是 服 从 简单 约束 条 件 
的 二 次 型 。 从 而 ， 定 理 2 由 $ 3 的 推论 3.1.3 及 前 面 证 明 的 
相对 于 简单 约束 条 件 的 二 次 型 的 分 类 结果 证 得 。 

注释 4.1 结论 GO HH. B. Mann 第 一 个 建立 "中. 结 
论 (对 于 半 定 的 二 次 型 深刻 且 简 化 了 C.Debreu 获得 的 分 类 
HER ajh, Debreu 的 结果 是 用 中" 中 所 有 变 量 的 置 
换 氢 述 的 ) 。 定 理 2 除了 对 Lagrange 乘 子 法 的 理论 明显 有 用 
外 (参阅 8》1 中 的 命题 1.1 和 命题 1.2)， 其 中 的 结论 (b) 是 新 

现在 对 定理 1 中 不 能 确定 的 情形 进行 研究 ， 回 想 一 下 ， 
$ 1 中 的 命题 1.2 是 用 R^ 中 的 辅助 二 次 型 


-1 EL (yy, 
au 2 之 9X,0X; LE 
BAM: JE ARMA m kPEZDRAR (0.2), 


5 MOI -0,  1«a«m, 


i-1 


ER RL, 是 连结 二 次 型 4 及 线性 约束 条 件 (1.3) 的 
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Lagrange EE Zt. Wa. DA OA TAE 3 ME Bl Hesse JB pE 
HL1(0) 正 好 是 $1 中 定义 的 HessedplE HL, (vy), (4.2) 


由 (4.2) 及 定理 2 ， 我 们 得 到 下 面 的 结论 ， 

(IO 定理 1 的 结论 (a) 成 立 ， 当 上 且 仅 当 对 于 约束 条 件 
(1.3)， 二 次 型 9 是 正定 的 或 负 定 的 。 

(II) ÆA 1 的 结论 (b) 成 立 ， 当 且 仅 当 对 于 约束 条 件 

(1.3)， 二 次 型 9r 是 不 定 的 。 

CI) 定理 1 中 仅 有 的 不 确定 的 情形 ， 在 二 阶 导 数 的 水 
Æ b4 HAA det HLC(V) =0 Rb)’ 不 成 立时 出 现 ， 即 ， 对 
干线 性 约束 条 件 (1.3)， 辅 助 二 次 型 1, 是 退化 的 且 是 半 正 定 
或 半 负 定 的 ， 有 关 这 一 点 的 数值 算法 由 定理 2 的 (c) 提 供 ， 

CV) 为 完整 起 见 ， 我 们 证 明 ， 上 述 不 确定 的 情形 ， 在 
二 阶 导 数 的 水 平 上 必定 是 不 能 确定 的 。 

设 V 是 由 线性 约束 条 件 (Q.3) 定 义 的 R" 的 (nm-m) 维 子 
am. 和 在 在 AR H9 —2H dE Cei, sen) EER le sr On s 2JÉV 
AY —2H HE BOF SEP B Ae (ast 480, DRE ALERT 
A AIR: 

qr (Ja ttt UD SECY +e + yÈ), 
#pe=1l=-1). WREV E, 4, 是 半 正 ( 负 ) 定 的 且 k 是 
0, 在 其 上 是 正 ( 负 ) 定 的 Y 的 子 空 间 的 最 大 维 数 。 由 于 9 在 
V 上 是 退化 的 ， 所 DL En-mQn JR Kk-o0llila; 20. 在 上 
面 提 到 的 基 中 (假定 m0), £&EPEZDRZRTE (O.3»2 SEDIT fij 5. 
ARAM, y,=0, 12n- m 1,«,n, XH F RR 约束 条 件 

(如 果 m0): 97,20, 12n—- M+ Leryn, > 


f Gi» (Ja) = diCUi tt Yn) + Yki 19 
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Sm tr aiee ST p aa e T ARA g ed 1 1 


9 Vig Un) m OEC ttt UD — Yk+ie | 
对 于 这 些 简 单 约束 条 件 ， 虽 然 二 者 的 二 次 型 都 是 144， 但 如 
Re=1l, MER" 的 原点 处 取 最 小 值 ， 但 9 不 取 极 值 ， 如 
果 8= -1， 也 有 类 似 的 结论 。 因 此 ， 不 确定 的 TT ECM 
注释 4.2 由 前 面 的 (I) 和 (ID) 推 得 ， 定 理 1 提 供 了 一 
PR AE, EKA 8 1 中 命题 1.2 的 3 种 情形 。 
二 是， 我们 完成 了 对 定理 1 及 条 件 极 值 问 题 的 研究 。 


附录 


在 本 附录 中 ， Rn 
的 命题 2.1(b)。 设 0 是 R” EMR ee OW, 4H fE JE BREA 
(在 其 组 基 中 )。 对 于 (L2, er) 的 每 一 个 置换 却 ， n 
M GO 的 顺序 主子 式 序 列 是 (1CTD)) uuu OH Pi SS 
=] 82). X 


(x,y) = Oe *y)—-QGO 一 CC) 


是 相伴 的 双 线 性 型 

命题 4.1 (a) @ 是 半 正 定 的 ， 当 且 仅 当 对 于 每 一 个 
te, Frl; Cr) 或 者 是 平凡 的 ， 或 者 是 半 正定 的 ， 

(Qo @ 是 半 负 定 的 ， 当 且 仅 当 PRP BR, SF 
Wy Cr) 或 者 是 平凡 的 ， 或 者 是 半 负 定 的 。 

证 明 ”只 需 证 明 (a) ， 因 为 对 于 (b)， 只 要 考虑 二 次 型 
-0 就行 了 .由 半 定 二 次 型 的 传统 分 类 (Debreu ©! , Ganimac- 
her[ 7,P.307 Df3: & 是 半 正 定 的 ， 当 且 仅 当 M 的 每 一个; 
阶 主子 式 之 0，7 = 1]，…,r。 对 于 置换 亏 ， 注 站 到 M 的 每 一 个 
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阶 主子 式 就 是 M (Cr) 的 左上 7 阶 主子 式 ， 因 此 我 们 得 到 充 
uate, DO ehe S, OPERAR A UR 
we I, MARIA CD) isr 是 非 平 凡 的 ， 则 只 可 能 
是 + 号 序列 后 面 跟着 0 序列 ， 这 是 因为 ， 由 + 号 和 0 组 成 的 
任意 其 它 韭 平 几 序列 都 将 是 远 型 序列 ， 因 而 由 $2 的 5| 理 2.1 
推 得 @ 不 是 半 正 定 的 。 由 此 看 到 ， 命 题 4.1 深化 了 半 定 二 次 
型 的 传统 分 类 ， 

5 引 理 4.1 如 杂 存 在 {1,2,*…,7} 的 2 个 置换 AO, 
使 得 序列 (y; CD) 1 MOO) 12,67 是 非 平 几 的 且 分 别 
有 古 半 正 定 和 半 仙 定 的 ， 则 存在 {1,2,… 7} Pp E i& v, 使 
Peal (yO) sr 是 非 平 几 的 且 是 鞍 型 的 。 

证 明 OE (= QC) >0, Hl) =O) < 过 0， 其 中 的 e 
MER 的 给 定 的 一 组 基 中 的 元 素 。 设 zz 是 {1,2,…r) 


HTE m, E ÆRME 的 左上 2x2 阶 主子 搜 阵 是 
N 


(e,f) (e,e).’ 

Ju] Sd EAE 

(7) =OW) <0, 

YT) =Q) -Lee,f «0, 
Af FRA CU; QD iin EAE PLA BER EM. 

命题 2.1(Cb) 的 证 明 DEO KEN, WO 既 不 是 半 正 定 

遇 也 不 十 半 负 定 的 。 由 命题 4.1, 或 者 存在 一 个 置换 并 ,使 序 
IOG Dejar 是 韭 平 几 的 且 古 鞍 型 的 ， 或 者 存在 nA 
M 0 满足 5| 理 4.1 的 假设 。 但 元 论 哪 一 种 情形 都 存在 置换 7 
EII; Oije 是 非 平 几 的 且 是 鞍 型 的 。 因 为 82 的 引 
理 2.1 证 明了 (0 中 “ 当 ” 的 部 分 ， 所 以 命题 2.1() 证 得 。 
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PERTIS TESE aad 
-.n dua rn SM 
m q-c om RT ovo hs 


1 Ll 1 
M. Finkelstein 
1(2 21.1 1 
(3 4 ) 3 4' 
1í(4 4 ] 1 1/4 4 1 1 
(i-i AE 3) =- 7 - 


20 6868908 COE CEE IT TEL IK TITTEN TE I TEE DEE Oe Fee Vy ESSENTIEEL, 


一 般 说 来 ， 有 


lC 2" | 2 3) -i 22 i 
"L on ok 9: + 9k an + 9k — 1 2* + 2k? 
k -1.2,-, anal, n=1,2,+°, 

INE Cu 10 有 


? dx I 1 1 
sef 
an y 775 3 4 


@ In2= 1-5 + 2-2-4 (Proof by exhaustion), Amer. Math. 


Monthig, 94(1987), 541—542. 
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于 是 ， 我 们 可 以 下 结论 说， 当 x=1 时 ln(l1+x) 等 于 它 
的 Maclaurin 级 数 。 


CAF BD 
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编 考 按 “ 素 数 〈 也 叫 质数 ) 是 数学 中 最 重要 的 
基本 概念 之 一 。 判 断 一 个 正 整 数 是 否 是 素数 ， 及 把 

一 个 正 整 数 分 解 为 素数 的 乘积 问题 ， 不 仅 症 数论 中 
的 一 个 重要 理论 课题 ， 而 且 且 有 重要 的 实用 价值 。 
这 一 问题 的 研究 历史 非常 悠久 ,获得 了 丰富 的 成 果 ， 
HI. RT-ENETII MER 
JURZE 23€ 2 18488] T a] aA BB RD 
RENNEN . Rx UY WE Re a] Ze A H.W. Lenstra 的 
报告 摘要 : 《数论 中 的 有 效 算 法 》( 数 学 译 林 ， 
319887), 95—98), 

TTAR- ERD, TX TB UK RH S8 同志 d 
ik f J.D. Dixon 在 1984 年 写 的 这 篇 综述 性 文章 , 文 
BE Sp ZS SIX RNA CEB TAD a 
m 方法 ) .取得 的 结果 ， 并 用 实 例 说 明 ， 很 值得 一 
X. ARP MA ARA HHT ER Le Pb ix E 7 
" ATETIK, SRS AH 25 B 239 PLE 
作 卫 补充 和 改写 ， 增 加 了 文献 [51]。 与 文章 有 关 的 
倪 等 数论 、 群 、 环 、 域 、 及 概率 论 基础 知识 可 参看 
通用 的 基础 教科 书 。 由 于 篇 幅 较 长 文章 将 分 两 次 发 
Ko 
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因子 分 解 与 素数 判定 ” (>) 


J.D. Dixon 


$1 5) Ff 


MSR PA-KRT ER TED Rae, EH 
AR n: 

i n2127g 一 个 整数 且 有 如 下 两 个 分 解 成 素 因 子 乘积 的 
分 解 式 

n = Pi" Pr — qid,» 

那么 必 有 ?=s, 且 在 适当 调换 因子 次 序 后 ， 两 表达 式 中 各 素 
因子 依次 相等 ， 

这 个 定理 也 称 为 算术 基本 定理 。 这 个 定理 很 容易 被 看 成 
是 自然 成 立 的 ， 学 生 在 学 习 初 等 数 掌 时 对 它 只 有 很 肤 没 的 了 
解 ， 因 而 很 难 了 解 它 的 深刻 意义 。 历 史上 曾 有 许多 重要 的 数 
学 及 计算 方面 的 未 解决 的 问题 都 与 整数 的 分 解 及 素数 判定 有 
关 。 正 如 上 .上 .Dickson 在 其 三 着 本 巨著 《数论 史 》52 (“His- 
tory of the Theory of Number") 中 所 指出 的 ， 这 些 问 题 剖 
吸 5| 了 许多 数学 家 的 关注 ,其 中 有 象 Fermat, Euler, Legendre 
及 Gauss 这 样 一 些 著名 数学 家 ， 计 算 机 的 行 之 有 效 对 这 方面 
的 问题 有 民 好 积极 的 作用 ， 它 导致 产 生出 一 些 算法 ， 这 些 算 


(D Factorization and Primality Tests, Amer. Matk. Monthly, 
91(1984), 333—352. 
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法 在 以 前 是 不 可 行 的 ， 它 还 对 涉及 基本 问题 的 复杂 性 提出 了 
有 理论 意义 的 新 间 题 。 

1978 年 ,R.Rivest，A.Shamir K L. M, Adleman| 501} 
出 了 一 种 新 型 的 公开 密 钥 码 ， 基 可 靠 性 在 于 茶 些 大 数 很 难 分 
解 这 一 假设 。 如 有 有 效 的 因子 分 解 方法 ， 则 将 使 敌 方 有 破译 
pU Hp ERO By RE. 

在 这 篇 综述 文章 中 ， 我 的 目的 是 对 有 关 的 问题 及 进展 作 
一 介绍 ， 本 文 谈 的 主要 是 近 十 年 来 发 展 的 成 果 。 但 读者 应 该 
明日 ， 这 一 领域 的 历史 要 比 这 早 得 多 ， 有 些 方 法 党 被 人 以 稻 
微 不 同 的 形式 重新 发 现 。 有 时 很 难 确定 一 种 思想 有 多 少 新 东 、 
内， 也 很 难 弄 清楚 一 种 想法 有 多 少 成 分 包含 在 时 先 的 〈 有 时 
征 和 久远 得 多 的 ) 研究 成 果 之 中 。 


$32 M 2, 


i nedZ,n»l1, AE 是 全 体 整 数组 成 的 集合 ,ni 是 我 
们 对 其 因子 分 解 感 兴趣 的 一 个 整数 .为 了 避免 没有 什么 意义 
的 特殊 情形 ， 我 们 总 假设 1 是 奇数 ， 且 它 有 标准 分 解 式 


n= ]f[r,"', 1k ,€2Z, (1) 
i=] 


RBHPr. 均 为 奇 素数 ， 且 王立 7 0x., AP RAS Hp 
Kr 〈 带 下 标 或 不 带 下 标 ) 来 表示 奇 素数 。 

把 全 体 整数 按照 被 n 除 后 所 得 的 余数 来 加 以 分 类 ， 余 数 
相同 的 作为 一 类 ， 称 为 以 n 为 模 的 一 个 剩余 类 ， 由 于 被 1 除 
后 所得 余数 〈 指 非 负 余数 ) 只 有 0,1,…,n 一 1 这 nn 个 ， 教 以 
n HERRA n 个 剩余 类 ， 它 们 分 别 记 为 0,1,…,n 一 1。 在 每 
一 类 中 取 任 一 元 作 人 代表， 这样 得 到 的 n 个 整数 称 为 一 个 完全 
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剩余 系 。 在 一 个 剩余 类 中 ， 如 果 a Hn AS, W E a 
n 的 最 大 公约 数 为 1 ， 
GCD (a,n) = l, | 
则 5 中 任 一 整数 必 也 与 ? 互 素 CHAD. FE, RARER 2 
全 与 2 互 素 的 剩余 类 。 在 所 有 与 有 五 素 的 剩余 类 中 各 任 取 一 
数 作 为 代表 ， 这 样 得 到 的 集合 称 为 以 2 为 模 的 一 个 简化 剩余 
和 未， 也 称 缩 系 。 显 然 ， 同 一 剩余 类 中 任何 两 个 整数 4 5 b E 
R n 际 有 相间 的 余数 ， 称 为 a 与 5 关于 人 模 n 间 余 ， 记 为 
a=b (mod n), 
X d, SGT Tia n BR ty OH, Hl n] (a— b), PETRA 
类 看 作 一 个 元 素 ， 按 照 
a+b=a+b, 
aeb=ab 
米 定义 剩余 类 之 闻 的 加 法 及 乘法 。 这 样 得 到 的 剩余 类 集合 记 
AZ, “ES LAT UU TIER: 
(D PNE, REHA: MAERA, beZ., 也 有 


ä+b,abeZ,, 
(2) INA aE, FRE, 
(3》 训 法 有 单位 泡 ， 事实 土 ， 对 任 一 个 5E2Z,， BA 
0+a=at+0=a, 
ORRA Z. 的 一 个 单位 元 ， 
(4) 加 法 有 人 负 元 ， 对 每 个 acEZ,， 显 然 
a+(-u) -(-4) +a =0, 
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ite ee, 


(-2) 称 为 4 的 负 元 ， 记 为 -a。 
(5) 加 法 与 乘法 满足 分 配 律 ， 对 任何 95,5,5EZ, 有 


as (b+c) =Qeb+dce 
(D+ 6) a - b«a c.a, 
(0 乘法 有 单位 元 ， 对 任何 5E Z,, F 
]ed=de] = 
1RD Z, 中 一 个 单位 元 ， 
其 有 以 上 性 质 的 集合 称 为 一 个 环 ， 所 以 Z， 征 一 个 环 ， 
它 称 为 是 以 n 为 模 的 得 余 类 环 .。 此 外 它 还 满足 关于 乘法 的 交 


DR, XFER R HIR, 
LÖSZ. MPPE bE Z, 使 
a.b=bea=], 
IBZ RB O Fe a fy (天 于 乘法 的 ) 逆 元 , 记 为 (本 -1。 计 
我 们 米 看 一 个 例子 ， 
IL n= G, ZIEH ih 与 3 这 两 个 元 ， 容易 看 出 


u — 
一 


=52=(Xx5) «10 - L, 


| 全 ， 


所 以 2 以 5 293526. 5 也 以 2 为 道 元 ， 但 由 于 
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Z. 中 有 逆 元 的 元 为 单位 数 (unib ，Z2 ,中 所 有 单位 
数 的 金 体 记 为 U,， 上 例 表 明 ， 一 般 来 说 上, 不 一 定 与 Z* 相 
fl CER Z, 中 除去 0 元 后 的 集合 ;。 如 果 有 某 个 n 使 2? 
=U,, BP Z* 中 每 个 元 丝 有 逆 元 ， 则 称 这 样 的 交换 环 Z, 是 
一 个 域 . 

我 们 现在 要 来 讨论 Z, 中 元 素 a 是 单位 数 的 条 件 。 也 即 
要 问 ， 对 于 什么 样 的 5， 才 有 整数 x， 使 


dex= 17 (2) 
LRFRTRAÄRTE 
ax=] (mod n) (3) 


如 果 xssx,(mod n) E (3) HE CD 3X B n] (ax, - 1, 
£i GCD(n,a) 21, WW 必 有 素数 p,plnpla， 于 是 设 an, -1 
=kn, Beth a 


pl(ax,-kn)=1, 


但 这 不 可 能 ， 故 上 必 有 GCD (n,a) = 1. 

反之 ， 设 GCDn,4) = 1， 我 们 要 来 证 明 ， 必 有 整数 x, 
yo 使 

axo+ yon = 1, (4) 

因为 8€ 2,.， 我 们 总 可 以 假设 Isa<n, JPSIÉ—UDÉ 
pax tyn, XL YEE 的 警 数组 成 之 集合 了 (an) ,其 中 必 有 一 
个 最 小 的 正 数 9 = axo + yon 宇 1。 我 们 要 证 这 个 9 必 为 4 与 n 
之 最 大 公约 数 ， 从 而 9 = 1 = axo + yon, 

Hocuba Sr BA ghia. ARitk, BHA, BA 
两 个 整数 4,2 使 | 
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a=gu+v, U0, 1<ı<g, (5) 


11 =a- gu=a-ul(ax,+ Yon) 


=al] -ux,) — Uyon c T (a,n), 


(Rixv<g, SS CWB. Sc Hv=0, Mola ia 
理 可 证 9g|n。 因 而 9 是 4 与 4 的 一 个 ( 正 的 ) 公约 数 。 

另 一 方面 ， 由 9 = axo + yn Wa, a 与 4 的 任 一 个 公约 
数 必 整除 g， 因 而 9= GCD (a,n) =l, 

由 (4) 式 立即 有 存在 XoE2 使 nl (ax,-1), HH GA 
LEZ, 使 a.x。=1。 我 们 就 证 明了 如 下 的 结论 ， 4 为 Z。 中 
单位 数 的 充分 必要 条 件 是 GCD (a,n) = 1, 

对 于 剩余 类 的 乘法 ，DU。 满足 乘法 封闭 性 、 结 合 律 ,乘法 
有 单位 元 1， 每 个 元 有 逆 元 ， 这 样 的 集合 U，, 称 为 一 个 群 ,由 
于 它 对 乘法 还 满足 交换 律 ， 故 又 称 为 交换 群 或 Abel 群 。 用 
U. ÆRE U. 的 阶 , 即 它 的 元 素 个 数 , 可 以 证 明 ( 读 者 自 证 》 

| iU.| =9(n), (6) 
XX HB. 9 (0) Euler o- HH, CELAD n AER 
n 互 素 的 正 整数 的 个 数 ， 且 我 们 有 计算 公式 


- 1 
p(n) =n l- 1). (7) 


仍 取 n=9 AB. HT 1,2,3,4,5,6,7,8,9 中 与 n 互 素 
HBAS: 1,2,4,5,7,8, 因 而 


i 


Us = 11,2,4,5,7,8), 
这 恰 与 由 (6) 及 (7) 式 算出 的 阶 数 
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= f = Z4 = 
Us! = 9 (9) of J 6 


吻合 。 

设 G 是 一 个 群 ， 它 上 面 给 定 一 个 乘法 运算 ， 因 而 可 定义 
元 素 的 乘 簿 。 设 RR 是 G 的 一 个 CARRY) TR Mm 
对 任 一 元 IEG, BAM R PHBA AIC a,b, oe, 0 使 


g=atb’ sec”, U,V, , WE L, 


则 称 尺 为 G 的 一 个 生成 集 。 若 尺 是 有 限 集 ， 则 称 G 是 有 有 限 
生成 元 的 群 。 特 别 当 | Ri = 1， 即 G 恰 由 一 个 元 a 生成 时 , BR 
G 为 循环 群 ， 称 4 为 G 的 生成 元 或 本 原 元 。 当 G=U， 时 ,各 
U. 为 循环 群 ， 则 称 生成 元 为 一 个 原 根 (mod m. 

关于 何 种 U, FERR, 初等 数论 中 有 如 下 重要 的 结论 
设 m>1 为 整数 ， 则 当 且 仅 当 站 有 下 列 形 状 之 一 时 Un TA 
原 根 存在 ， 且 原 根 恰 有 o(y(m)) 个 : 


=2,4,p" ,2p", 


Ep 为 奇 素数 ,1 过 aE Z (参见 文献 [61] 第 六 意 ) 人 @ 

特别 地 ， 对 奇数 ?>1， 仅 当 叶 =P” ye U. FH 
BOR, RERU, 为 循环 群 。 

习题 1 证 明志 ,不 能 由 少 于 s 个 元 素 生 成 (s JH] CD, 

下 面 要 给 出 一 条 群 论 中 的 切 等 性 质 ， TEAS SC Jet BI 
复 用 到 ， 为 此 先 给 出 一 些 定义 . 

没 C 为 一 个 群 ，xEC，C 的 单位 元 记 为 。。 若 有 正 整 
数 疡 使 =e, MER x 为 一 个 有 限 阶 元 素 。 使 **” = e 成 立 的 最 


一 一 


-— 一 


o 参看 华罗庚 ; 数论 导 引 ， 第 三 章 $ $7,8,9. — HE 
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小 正 整 数 h 称 为 x 的 阶 。 

引 理 1 UE x BBG AM, MATTIE RR. 
又 设 x" =e pH RR mE Xe, Rik 上 为 正 整数 ， 
Ek 

qilim, q*** Im . 《8) 
《以 后 上 式 简 记 为 97 | m. WU 

(1) 4'|h 

(2) ERAI RA AA hace, WA mah OR 
BAU. Alm, Ay m/qiliariedi—— EG. 

RG, RIIKEITLFRIRRFRNKERFLERO, ik 
aE2，j1 是 一 个 素数 且 pta., 如 果 存 在 一 个 cEZ (E cr 
a(modp), MIR a 是 的 一 个 二 次 剩余 ， 反 之 则 称 4 i pW 


二 次 非 剩余 。 定 义 Legendre 符 号 (2 ) 如 下 ， 


0, Apla, 
Gen Be he WAMA, (9) 


ce ge Rie mame 
ruler} A pas E GRA Euler FRYE) 是 说 ， 对 任 
MERE D 及 任何 尾数 a 有 


(=)= (P71)/? (mod p), (10) 


A PAE fal a Ben > LIE NTS n 互 素 的 整数 a ， 可 以 定义 
更 一 般 的 Jacobi 符号 (也) 如下; 


a RR — 


ee 


O SREP: RSS, BER —- RE 
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(=)= II)", aD 


r= i 


Kınia( E) Legendre 符号 ， 而 n 有 《1) 式 之 标准 分 解 
BA, Jacobi 符号 取 值 为 1 或 - 1 。 它 还 有 以 下 一 些 简 
单 性 质 ， 
引 理 2 itnn >IH HER, 
(i》 如 果 4 志 b (mod n) 且 GCD (a,n) =1， 则 有 


EG) an 


Gi) d$] &GCD(a,n) - GCD(a,n^) 21, Wf 


Gr). am 


ii) 如 果 GCD (a,n) = GCD(»,n) 21, WIE 
G7 G2 9 
注意 , I Legendret SRAMNE (7) - 1 只 是 同 余 方程 


x?=a (mod n) (15) 


可 解 的 必要 条 件 ， 而 不 是 充分 条 件 。 例 : Ben=49, 0-3. 
直接 验算 萄 知 
[==], 224,32, 4? 2:2 , 5324, 0*2] (med 7), 


故 3 是 素数 Toe, nopxti(3)- - 1， 于 是 再 
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E ib ELI 


(5)- (7) «c». 


PEARU x?==3 (mod 49) (16) 
FARRAR. An LAA Xo, NA 
49| (x 一 3)， 
从 而 7| (x$ -3)， 这 表明 xo 也 是 
x?==3 (mod 7) C17) 


的 解 ， 但 上 面 已 证 明 (1 不 可 能 有 解 ， 
关于 符号 (.” )， 有 如 下 基本 的 结果 ， 它 是 初等 数论 中 最 


重要 的 定理 之 一 
51383 ieGCD(a,n) =1，a> 1 是 奇数 。 


(1) (4 2(-])"1»v:. 
(i1) (4) =(-]) (n^ aye 
Gi) (TRAP) 
GE). 
有 关 证 明 请 见 [61] 第 V 章 ， 
$3 有 关 计 算 的 基本 运算 


在 这 一 市 里 ， 我 们 要 来 分 析 ~- 下 执行 各 种 算法 所 需 的 时 
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辐 。 大 多 数 计 算 机 的 硬件 都 能 对 某 种 固定 位 数 的 整数 进行 
本 算术 运算 〈 单 精度 ) ， 其 速率 可 达 每 秒 10" 次 ， 但 是 处 理 
更 大 整数 的 运算 时 则 要 用 到 〈 大 概 是 由 程序 员 所 写 的 ) Zfu 
精度 包 (multiprecision package) 。 有 关 多 倍 精度 包 的 详尽 
过 论 见 [21 $ 4.3.1。 这 里 我 们 只 需 注 意 以 下 事实 即 可 ， 对? 
这 么 大 小 的 整数 作 多 精度 运算 要 比 大 小 为 (lnm) 2 (这 里 人 
为 亲 个 常数 ) 的 整数 作 单 精度 运算 还 要 慢 。 通 第 我 们 把 这 一 
事实 表述 为 “多 精度 运算 是 单 精度 运算 的 OC(dnn)) 倍 ”"。 共 
中 记号 O GEKO ,0 按 英 文字 母 发 音 ) EN 如 下 ; AS 
n>co 时 存在 一 个 与 74 无关 的 正 篆 数 e, 使 
ig (nm) | xe f (n) 

对 所 有 1 MBA ee, Mid fF gm =O(f MIR IM< 
fw, hga) 为 实 值 国 数 ， 而 /2) 为 一 个 RIE 实 值 的 

用 :本 算术 运算 包括 加 法 、 减 法 、 乘 法 及 带 余 除法 。 于 是 
Z 中 的 环 运 算 束 有 可 供 比 较 的 时 间 。 从 微型 机 到 最 快 的 订 
算 机 计算 一 次 单 精度 运算 只 需 10” 秒 到 1072 秒 左右 的 时 间 ， 
XX EOF GS KEN. 

En T PUNDE TZ ob, MXRULRRAEOKH Ae EAR GGW 
[21 及 25D)， 下 面 简要 人 一 介绍 。 

I 广义 欧 几 里 得 〈Eucelidy 算法 

za 与 ?为 不 全 为 0 的 两 个 整数 ， 我 们 要 计算 它们 的 最 
KA H d-GCD(G.b. Ff se eB u,v fh au+bv=ad, Wr 
GCD(a,n) —1, H ij xh STR fr u,v fli aut+nv=], Mij aus 
1 (mod n) , Apu ea fpes ZA ET. 

ix a gt 是 两 个 大 小 不 超过 1 的 正 整 数 ， 不 炉 设 4 宕 b， 
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idd-ry, Per, il (E SE ee HERE RA 
fg = Yidi t fe, ÜST KT 
ri — T3405 T3, OS! <T 2, 
(18) 
Tieng = k- fk-1 t? ks OST k ST pe 


Peep FTkike 


r, = GCD CO k-137k) = GCD (T, oa T L1) = oe 
= GCD (f$,T,) =GCD(a,b), 

B WBA >l, 4,22. DEU, = 1, BA STk 
xx5 19) Pr <e- F. PAIERO 〈 例 如 可 参看 [21] 
84.5.20. 在 上 上 述 辑 转 相 除法 中 所 知行 带 余 际 法 的 步 数 
kK<C, Ina, PC HETI a RAM ERR, 

与 上 面 类 似 地 ， 通 过 反复 运用 Jacobi 符号 的 性 质 〈12) 
及 互 反 律 ， 从 而 化 为 引 理 Dad 两 种 情形 ， 算 出 所 
给 符号 ( ) 的 值 。 由 于 每 用 一 次 性 质 〈12) 实际 上 就 是 做 一 
次 带 余 除 法 。 而 用 一 次 互 反 律 后 再 用 性 质 daD 恰 相 当 于 用 


上 次 带 余 除 法 的 除数 作为 被 除数 ， 用 上 次 带 余 除法 的 余数 
(车 这 余数 是 偶数 ， 需 分 解 出 因子 2 Wa. HAT TRES P 


来 》 作 为 除数 。 因 而 与 上 类 似 可 证 ， 算 出 (4) 的 值 所 需 应 用 
互 反 律 及 性 质 UD 的 步 数 也 不 超过 Inn( 设 na) 的 一 个 
常数 倍 。 我 们 来 看 一 个 具体 的 例子 。 

OD ABE. Pte: DSR, BEED JE. 一 一 译注 
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9| 试 计算 (55) 的 值 。 


H p 352 442 (12) 
(383) BEI _ (143) OR. (80) 


443 383 383 


/^ 2 Vf 15YX. 15 
~ (535) Ga) = 7 as) 


FRE [con von (388) - CS 
SUM —(7) (=) = (is) 
ig 4-1 


2. MARK 

对 这 一 算法 作 更 县 一 般 性 的 描述 是 有 用 的 。 设 尺 是 一 个 
环 ， 取 定 一 个 非 零 元 YE & 及 一 个 正 整 数 w， 要 求 x”"。 例 如 ， 
取 R= 2n， 在 一 毕 重 楼 有 的 应 用 问题 (如 大 数 分 解 、 素 数 判 别 
等 ) "P. Bia DT Re Hx" (mod n) 的 问题 ， 直 接 计算 
对 大 的 所 第 需 大 的 计算 量 。 如 果 把 扩 写 成 二 进位 数 的 形式 

m=m m2! ter -m,2!, (19) 

其 中 每 个 mi ROM. A rix", A it Bx, =x, 
X= XO, eX, = Pi 


7" 。 
X =X, inane 


Ft eet Em, m - m, = 1, m C19) PHAM, BY 
0. VRR RAR EU Re SAN Aie, 注意 
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$j2'zx;m, MAIS Um) / da2), Fe, HAr” AO (lnm) 
次 乘法 运算 即 可 ， 而 且 不 必 对 fm Rex. ERRER AT 6 X 
计算 。 这 一 算法 显然 和 有 时 称 做 为 “俄国 农民 乘法 ”的 和 奇妙 
方 东 有 有关 ， 这 种 乘法 是 用 连续 加 倍 来 计算 的 。 根 据 文 献 [21J 
$ 4.6.3 所 述 ， 早 在 公元 前 200 年 以 前 的 印度 手稿 中 就 曾 出 现 
xk. RRA. SHAH, ABPE AL RE (Hi 
ME) UR HUS As ce HE ER 38 TAA US Be FY RT 
RAR SE Ay FAN. 


34 概率 算法 


这 4 是 一 种 确定 算法 ， 它 的 意义 是 从 一 个 输入 集 了 上 中 接 
TATR u 作为 输入 ， 经 过 有 限时 Ata 的 运算 ， 产 生 
一 个 结果 4(u) ， 这 个 结果 属于 一 个 由 某 些 可 能 的 结 村 组 成 

的 后 定 集合。 概率 算法 是 这 一 概念 的 推广 。 所谓 一 个 概率 算 
法 己 ， 是 从 一 个 答 入 集 7 ER Tau 作为 输入 ， 同 时 根 
据 一 种 指定 购 报 亩 分 布 从 一 个 集合 Qv 中 得 到 一 个 元 素 w。 在 
28 ht Ay BRST IR} (u, 0) RIS RUE; 这 个 算法 以 概率 为 1 产生 

一 个 结果 PC(u,。)。 此 外 ， 运 算 时 间 i(u,s〉 在 Qw 上 的 平均 值 
tu) 是 有 限 的 ， 各 果 一 种 概率 算 法 十 有 用 的话， 其 结果 
P(u,0) 应 有 某 种 与 o ERER, HO. 的 元 素 应 易于 通过 
正人 聊 的 分 布 产生 出 来 。 梳 率 算法 多 年 来 一 直 非 正式 地 被 人 们 
fi HIS ;不 过 关于 它 的 第 一 个 正式 儿 述 ( 它 与 我 们 给 出 的 解释 
Her SH) KHEEHM.o.Rabn ^" 给 出 的 。 给 出 正式 定义 

好 对 古人 使 我 们 对 这 种 算法 可 以 进行 严格 的 分 泊 。 注 意 到 对 
sittin ik iiA MAL, t,o) RH xd ALGO 的 概 
Rh FiA Be. ia) 对 于 算法 已 大 概 会 运行 多 长 有 时 
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间 就 有 一 个 清楚 的 了 解 。 在 基 些 情形 ， 运 算 时 间 严 格 有 界 是 
一 项 必 不 可 少 的 重要 条 件 ， 此 时 不 能 采用 概率 算法 。 而 对 几 
乎 所 有 其 它 实际 应 用 ， 使 用 概率 算法 与 使 用 有 可 供 比 较 的 运 
鼻 时 间 的 确定 算法 有 同样 好 的 效果 ， 且 概率 算法 常常 更 容易 
加 以 分 析 ， 

在 下 面 我 们 考虑 的 一 些 情形 中 ，Qv 将 是 取 自 一 个 固定 
的 有 限 区 间 中 所 有 整数 数列 组 成 的 集合 。 虽 然 % 是 一 个 无 限 
序列 ， 但 我 们 只 计算 头 几 项 ， 其 中 每 一 项 都 是 以 相互 独立 且 
一 致 的 方式 从 一 个 给 定 的 有 限 集中 随机 地 挑选 出 来 的 〈 这 就 
定义 了 Qu 上 的 概率 分 布 )。 而 在 实际 计 算 中 ， 我 们 并 不 是 真 
的 用 贿 机 抽取 ， 而 是 多 半 用 伪 随 机 数 发 生 器 (参见 [21j 第 3 
Ë). 

8) ikAe-THRP, AREN-TIREERF. X4 
在 还 不 知道 是 否 有 一 种 确定 算法 ， 其 运算 时 间 不 超过 lnp 的 
一 个 幕 次 〈 比 较 [9]， 但 是 请 参见 后 面 的 引 理 2)。 然 而 ， 通 
过 用 二 次 互 反 律 来 计算 勒 让 德 (Legendre) 符号 (4 ) 或 是 应 
用 kuler 判 别 法 (10) ihia?!” (modp)， 很 容易 判断 一 个 
给 定 的 整数 a 是 否 是 的 二 次 非 剩 祭 ， 

023, BABU, AF O-D/243 

1°, 2°, oon, e 
PAR 的 全 部 二 次 剩余 。 于 是 在 模 D 的 一 个 完全 剩余 系 
里 ， 比 方 说 在 区 间 .1p 一 1j 的 整数 集中 , PAA (p -17/2 个 
二 次 剩余 及 (Pp 一 1) /2 个 二 次 韭 剩余 。 我 们 可 以 用 如 下 的 概 
率 算法 来 求 7 的 一 个 二 次 非 剩余 : 
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相互 独立 且 一 致 地 从 区 间 [1i,p 一 1 中 随机 地 选取 一 列 整 
数 作为 待 试 的 a, 对 每 个 取出 的 a 计算 ( _)] 或 4?- 1/2 (mod n), 


A ERAT ua 为 一 1:， 则 得 到 7 的 一 个 二 次 推 
FR, TRAN ik. IR, ARABS ABS RIER R 
SUBIRE PL 3. 即使 用 不 同 分 布 的 随机 数列 ， 
所 得 到 的 可 能 是 不 同 的 二 次 非 剩 余 。 易 见 ， 平 均 说 来 只 要 试 
算 两 个 4 的 值 就 可 找到 pp 的 一 个 二 次 韭 剩余 ， 因 而 ， 为 了 求 
得 Pp 的 一 个 二 次 韭 剩余 ， 平 均 来 说 要 做 OC (np)*) 次 单 精度 
运算 ， 

= 因为 对 许多 符 殊 类 型 的 素数 来 说 ， 求 它们 的 二 次 非 
剩余 有 更 简易 的 方法 ， 故 实际 上 我 们 很 少 会 用 到 bw TE 
法 。 例 如 ， 由 引 理 3 的 (Gi) 5 GD 分 别 有 


()- -1, pzs3(mod 4) 


(2)- -], p==+3(mod 8), 


Fit p=3(mod 4 ) 肝 .4 = - 1 MAp 之 二 次 非 剩 A. dp 
p=3 或 -3GCmnod8) 时 ，a=2 即 为 p 之 二 次 非 剩 侠 。 又 由 二 
CH RESA: 对 P=17(mod24) 


Gy cort) 
(DG) 
(9 
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因而 当 p=317 (mod 24) jk}, HRa-3HlJg P 3 —T ERS 
4. HTr=3(nd4) BE TÉ AR 
p=7,11,19,23 (mod 24) 


WAM, p=+3(md8) 包含 了 形 如 
P=19,5,13 (mod 24) 


的 素数 ， 再 加 上 形 如 p=17 (mod 24) 的 素数 , 我 们 就 对 除去 
p=1(mod 24) 以 外 的 所 有 素数 直接 给 出 了 相应 的 一 个 二 次 
非 剩 余 。 对 于 剩 下 的 素数 ， 当 然 可 以 将 上 述 方法 扩展 下 去 以 
对 更 多 类 型 的 素数 直接 写 出 它们 相应 的 一 个 二 次 非 剩 余 。 

任 因子 分 解 及 素性 判别 问题 中 ， 待 测 整数 m 的 大 小 是 用 
finn RHE RA, LERA n AAA An 的 十 进位 表示 的 
位 数 ! 来 度量 ， 显 然 对 SLA 

10'-'<n<10!, 


n 


inn 
(1- 3-)m 1077" <h 10, 


Bre | Ginn 除了 一 个 常数 们 外， 基本 上 有 同样 的 大 小 。 
一 个 主要 的 理论 问题 是 ， 求解 因子 分 解 问题 或 是 素性 判别 问 
题 是 否 存 在 多 项 式 算 法 ? 详 言 之 ， 我 们 的 问题 如 下 述 ， 是 否 
有 这 举 的 算法 〈 它 也 或 许 是 概率 算法 ) ,使 得 对 于 每 个 奇 整数 
nl. Ä 

(i》 当 n 是 复合 级 时 ， 我 们 能 用 此 法 求 出 n 的 一 个 真 因 
T3 

Qi) 24 n 是 素数 时 ,我 们 能 用 此 法 给 出 ”是 素数 的 一 个 
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证 明 。 

而 且 ， 在 无 论 哪 一 种 情形 ,所 需 运 算 时 间 皆 不 超过 Ian 
METER, 

后 面 我 们 会 看 到 ， 这 些 问题 都 是 尚未 解决 的 问题 。 已 有 
的 证 据 显示 ， 问 题 GD 可 能 有 多 项 去 算 法 ， 而 对 问题 (似乎 
不 存在 多 项 式 算 法 .同时 ,对 于 直到 某 种 大 小 的 一 般 性 的 n, 
寻求 合适 的 算法 并 执行 这 种 算法 以 求解 这 些 问题 ， 仍 有 许多 
实际 问题 。 到 本 文 写 作 有 时 ，50 位 左右 的 复合 数 可 按 一 定 程序 
加 以 分 解 ， 而 对 200 位 左右 的 素数 可 以 有 确定 的 方法 证 明 它 
是 过 数 。 例 如 ， 利 用 上 .M.Adleman 和 RR.S.Rumely 1983 年 提 
出 的 一 种 近似 多 项 式 算 法 的 简化 形式 99， 对 200 位 左右 的 
整数 ， 可 在 10 分 钟 左 右 判断 出 它 是 否 是 素数 。 

习题 2 设 p 与 9 为 素数 ， 又 设 4-~-1=ptm, $ ht] 
日 31 m。 试 给 出 一 个 概率 算 半 来 求 Ug HT pp! Erich. 
由 此 给 出 一 个 有 效 算 法 ， 以 对 每 个 ceE Us， 用 此 算法 来 决定 
x” =a 是 否 有 和 解 XE Us， 而 如 杂 有 解 的 话 ， 试 求 出 一 个 解 来 ， 
[提示 : a 是 Ug hA AR SEN a” 的 阶 整除 p'-!， 
证 明 ， 在 有 和 解 的 情形 ， 解 x 可 以 写成 am"ib1 的 形式 (请 与 
128 ]p. 133 及 [57] 比 较 之 ) ,] 

Jes ARI 是 模 的 一 个 原 根 ，p 是 一 个 奇 素数 ,日 
9 :法 1(modp2]。 证 明 :， 对 所 有 K>1,9 也 是 模 p* 的 原 根 ， 
ES TER 中 至 少 有 一 个 对 模 PARFI, 
TE ZLEJ, EA 9+p 是 模 p* 的 一 个 原 根 。 

JB 设 P 了 是 一 个 素数 ， 而 7-1 可 以 完全 分 解 。 给 出 
一 个 有 效 的 概率 算法 ， 以 对 所 及 宇 1 求 出 模 p* 的 一 个 原 


Hide | 
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§5 素性 判定 


设 n> 1 为 整数 ， 那 么 要 么 ”是 一 个 素数 ,要 么 它 有 一 个 
ER 子 * 委 7? 。 以 这 一 事实 为 基础 可 以 给 出 一 个 经 典 的 算 
法 ， 它 既 可 以 判别 n 是 耕 素数 ， 又 可 在 7 为 合 数 时 求 出 它 的 
一 个 真 因子 。 然 而 素数 定理 表明 ， 小 于 v ”的 素数 个 数 渐 近 
地 趋向 于 2w n /inn 。 因 而 当 7 变 得 适当 大 时 , 要 用 这 个 判 
别 法 来 判断 ”是 否 素数 及 求 合 数 ”的 真 因子 ， 就 是 根本 不 可 
能 实行 的 了 。 利 用 手头 已 有 的 计算 资料 ， 读 者 很 可 能 会 乐于 
考虑 下 面 的 问题 。 这 个 问题 是 在 出 版 于 1907 EI ARE 题 
35 09 中 提出 来 的 。 

习题 5 数 n=111…1 (一 共有 1901) 是 素数 吗 ? 

为 了 用 试 除法 来 判别 习题 5 中 的 数 是 否 素数 ， 我 们 需 用 
不 超过 

197-1 


的 所 有 素数 来 试 除 它 ， 但 no>10*， 我 们 知道 , 不 超过 10? 的 
系数 就 有 多 十 五 于 万 个 ， 因 而 用 试 除 法 来 做 ,计算 量 太 大 了 ， 
何况 一 般 的 计算 机 里 只 存储 有 小 于 10 的 素数 ， 因而 无 法 较 
快 地 解决 这 个 问题 。 

约 在 1877 年 前 后 ， 上 .Lucas #1 T.Pepin 指出 , 在 一 些 特 
殊 依 有形 ， 可 以 直接 证 明 一 个 数 是 素数 〈 见 L12]p.376)。 这 个 
判别 法 仅 当 7 一 + 可 以 完全 分 解 时 才 有 用 。 我 们 把 它 叙 述 成 
EHI. 

ÆI] (Lucas) ik n AAR, H n-i 可 完全 分 解 , 即 
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n-1=4 tong t, 


其 中 诸 4, 为 互 不 相同 的 素数 ，s ;之 1,t 之 1 HER. HA 
个 整数 4 使 a"-! 二 1(mod n )， 且 对 每 个 9; ER amit ide 
1(mod n), Wü n VA Rg. iem: 先 用 ?| 理 1 WRU, & 
一 个 阶 为 n 一 1 的 循环 群 ，a 就 是 它 的 一 个 生成 元 。 再 由 Un 
的 阶 为 8(n) 推 出 ?09) =n ~1， 由 此 证 出 n 为 素数 。] 

我 们 把 Pepin 的 判别 法 留 作 为 一 个 习题 。 

习题 6 (Pepin) jE n= 下 ,=2: + 1(k>2) 3y—4-Fermat 
AX. MAN 是 素数 ， 证 明 5 En IT RIERA. VEN 
了 时 产 的 二 次 非 剩余 个 数 和 原 根 个 数 相等 ， 且 任 一 个 二 次 剩余 
必 非 原 根 ， 于 是 在 ”为 素数 时 51A n 的 一 个 原 根 。 由 此 证 
BA: n 为 素数 ， 当 有 昌 仅 当 5 07 --19d4n), 

让 我 们 来 举 两 个 应 用 的 例子 。 

例 判别 4999 JE ay BeBe. 

MB kn -1=4998=2-3°-7+ 17, RARE Ma =3 
时 有 


又 分 别 有 


3#°°==] (mod 4999), 


941998/-—— — | (mod 4999), 
1998/32066] (mod 4999), 
31998/7997 (mod 4999), 
3199817 =-9490 (mod 4999), 
于 是 由 Lucas 判别 法 知 4999 必 为 素数 。 
例 A n-F.-65537 是 否 素数 。 
E ”我 们 有 
565536/2==62538192==( 一 259774098 
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= ( - 5902) = (33457) 1% 


| = -] (mod 65537), 
于 是 由 习题 6 MF, 是 素数 。 

定理 1 中 的 4 需要 对 所 有 I, 适用 ， 这 个 条 件 太 葫 刻 了 。 
J. L Selfridge 对 此 作 了 改进 ， 这 就 是 下 面 的 

习题 7(Selfridge) 证 Hj, a BR n1 ARR 5 
YERE: xr 2,1] (07 D, VE dE — + Rag, E 

aj imul, an =] (modn), 

以 上 判别 法 都 要 求 n- 1 85558 4 XET BIE AB 
WURR. HARRAH -1 的 部 分 因子 分 解 ,是 否 
可 能 利用 这 种 分 解 给 出 某 种 素性 判别 法 呢 ? 首先 我 们 介绍 下 
jüj AF OF. Proth 的 一 个 简单 结果 。 

定理 2 (Proth ,1878) VE n1 为 奇数 ，n 一 1=m4, 其 
中 a 是 一 个 奇 素数 A 29+ 1>>v n., NRA ER a 满足 

a"-'s=], a" 坟 | (modn), (20) 
Won 必 为 素数 。[ 提 示 ; 先 由 C20) 证 出 4190(m)。 由 此 利用 
Euler ?9- 函 数 的 计算 公式 (7) 推 出 必 有 的 一 个 素 因 了 于 pi 便 


p,=] (mod 29), (21) 
再 由 7 圭 1(mod 29) 得 npz'=1 (mod 29), FÈ 
n==p, (mod 2qp,). (22) 
若 zspi， 由 上 云 给 出 
nzzp,(2q * 1) (23) 
由 《21) 及 (23) 式 推出 
n 之 (29 + 1)(249+1)~>n, 
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FH.) 
1914 Æ, H.C. Pocklington 得 到 了 如 下 进一步 的 结 A. 
习题 8(Pocklington) 设 给 定 整数 n>1,n-l=ml, Ar 
HEMERT 念 分解。 设 对 多 的 每 个 素 因 子 9 ， 皆 存在 一 个 
整数 46, MÆ 


a, '==1(mod n ) (24) 
GCD (aT?) —1,n) =1, (25) 
证 明 ， 每 个 素数 rin 满 足 r=1(mod 轴 ), K 4 m> ph, n 


Pocklington 的 结果 是 判别 素数 的 一 个 有 用 的 结果 ,但 由 
于 对 n~ 1 的 分 解 存在 困难， 故 信之! 这 个 条 件 常 不 能 满足 ， 
Fy, 197848, D.H.Lehmer 5 Brillhart Ax A SALT m PES 
FB 

er@z(Lehmer-Brillhart) j$ n1 AGH, Tr o2] 
B 8 cht edb, kel Ayes A, SE KS 1 BP RR AP AT be 
k-1% 


cmt (26) 
Xiz u, ER om 除 所 得 有 的 商 及 余数 ， 即 
l=9mu+rv, lVZIm, (27) 
ra ELS | 
n< (km * 1) (9? - (p - km - D. (28) 


BA, n 为 素数 的 充分 与 必要 条 件 是 2=0 或 者 只 -84 不 为 
完全 平方 数 。 [提示 : 证 明 为 合 数 之 充分 必要 条 件 buxo 
Hv? ~ 8u 为 平方 数 。 
CI) 设 n 是 合 数 ， 由 习题 8 可 设 
n=(cm+1)(dm+1), c,C>k, (29) 
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HER (27) 推出 有 


ce+dz=v (mod 2m), (30) 
cd>k(c +d) -k? (31) 


推出 
(km + 1) (2m? + (v—k)m+D>(km+1CCetrd-k)m+i1), 


由 此 得 


c-d—v«om, (32) 
Hi 80) 及 (32) 即 可 推出 
e+d= U. (33) 


n-—-] 


由 != —-=cdmt+e+d & (27), (33) 可 证 


9u=cdXO, 


BA 
n2 — 8u = (¢ + åd)? —4cd = (e - d)?, 


CPD’ BE UNO, v?-Su=t, Mhn=mi+l HR, 
利用 CD 以 及 


p? — f? 
2u = 1 
5 fa 
nee "77 À 2 | 
故 7 为 台数 .] 


有 了 定理 3 ， 习 题 5 即 很 容易 解决 。 只 要 注意 到 对 习题 
5 1 n 相应 有 
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m = 3333830=2-3%+5+il*37 Ql, 
f=Omu+v, u=500000. v= 3666667. 


Fak 0? 8u = 1344450488889, AZ) iE 7|@?-8u), A 
777 @*~8u), 。 相 应 取 上 =1 即 可 证 明 习 题 5 B3 n 是 素数 ， 

在 茶 些 情形 ，7 一 1= ?ml 中 完全 分 解 出 的 部 分 到 还 不 够 
X. Bim (28) ARE. hal AA m SAP Ae B) 
我 们 对 n SRSA, Th dn ee EB) — T LX UR. 

定理 4(Lehmer-Brillhart) j n ii A sg Wg, X. 
存在 整数 a 使 

a^-!z] (modn), 


GCD (a^-1Y! —1,n) x 1, 


KA mBX NP EAM, B 
n« (Mm x 1) (9m? - (v- M)m- DD, 


Hop u, o 定义 间 定 理 3 。 那 么 , n 为 素数 的 充分 必要 条 件 是 
u=0 Mv? - bu HAYES EHR. 

Lucas 判别 法 在 域 上 的 多 项 式 环 中 有 类 似 的 结果 。 AT 
IRA Hi, KNTAH— BEN, 

WP 为 素数 ， 则 Z。 EAP 为 模 的 剩余 类 环 , 它 也 是 一 个 
3X. H Zp 中 元 素 为 系数 作 多 项 式 ， 这 种 多 项 式 的 全 体 在 通 
销 多 项 式 的 加 法 及 乘法 运算 下 组 成 一 个 环 ， 记 为 Zp[X]. 首 
项 〈 即 大 次 最 高 的 项 》 系数 为 1 的 多 项 式 称 为 首 一 多 项 式 。 
Œ Zr X jj 中 可 以 考虑 以 一 个 固定 多 项 式 为 模 的 同 余 式 。 则 
我 们 有 如 下 结论 ， 

习题 9 (定理 1 的 类 似 ) ” 设 f1(X) 为 ZpLXj 中 一 个 首 
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一 多 项 式 。 证 明 f(X) 可 以 表 为 ZpLXj 中 不 同 的 首 一 不 可 约 
多 项 式 之 积 。 当 且 仅 当 
CX) | oP? - x) 


Bf OO By Brag AS WR 2) BF SY BeBe 4 的 约 数 。 由 
此 证 明 ， 一 个 4 次 首 一 多 项 式 f(X) 是 不 可 约 的 , 当 且 仅 当 下 
SATE ROME: 

(1) XP'=X (mod f(X)), 

(2) HERA ald, BA 


Xx?’ ze y (mod f(X)) 


(后 一 判别 条 件 可 用 环 ZoLX2/OC OO0 © rPBS3E IE ZAHN 
O(d in p)? 次 单 精度 运算 加 汉 检 验 )。 因 为 dE 98 Z,LX 183i 


(CU Lt d 次 首 -多 项 式 是 不 可 约 的 ， 这 个 判别 法 可 以 作为 


一 种 概 这 算 法 用 来 构造 Zo。 上 指定 次 数 的 不 可 约 多 项 式 。 也 
R10), (19/032). 

Ape n ik RER n SATA TRASH ER 
法 验证 ， 就 给 出 了 一 个 简短 的 证 明 。 上 .T 了 .Beli ™ 提 到 一 件 
轶 事 ， 说 的 是 1903 年 在 美国 数学 会 的 一 次 会 议 上 F.N.Cole 
就 曾 对 Mersenne X Mo; = 27 — 1 确切 地 证 明 过 它 是 合 数 , 这 
样 一 个 证 明 可 以 用 包含 O(n n)’ 次 单 精 度 运算 的 计算 加 坟 验 
证 。 当 然 ， 我 们 所 要 的 是 找到 一 个 证 明 ， 这 也 是 数学 中 共有 
的 困难 . 

E n 是 素数 的 情形 ， 尽 管 在 上 一 世纪 就 已 对 一 些 特 殊 悄 


WD 这 表示 一 般 的 剩余 类 环 。 SKERD: ERAEN. WIE, $8, 
一 一 评注 
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形 给 出 了 证 明 ， 但 对 检验 素性 是 否 有 类 似 简短 的 证 明 存 在 ， 

并 不 那么 显然 。 然 而 ，1975 年 V.P.Pratt 48) 注意 到 ，Lucas 
对 别 法 莹 含 “ 每 个 素数 均 有 简 落 的 判别 法 。 这 种 证 明 依 有 旧 可 
能 很 难 发 现 ， 不 过 一 旦 将 证 明 写 了 出 来 ， 其 正确 性 很 容易 得 
AIE (Pratt 证 明了 : 它 可 以 用 On n)” 次 单 精度 运算 加 
以 验证 ) 判别 素数 的 证 明 可 以 写成 一 个 有 限 树 的 形式 , 树 的 
顶点 标 以 数 对 (p,9,)， 这 里 p 是 一 个 素数 ,g。 是 模 7p 的 一 个 
原 根 。 树 的 根 标 以 (n,9n)， 每 个 顶点 标 以 0,9) >29, 
它 以 标签 (79,9q》 的 顶点 作为 其 子 顶点 ， 这 里 9 Hugh E Ee 
7 一 1 的 素数 。 树 的 叶 均 标 以 (2,1)， 

例 n-2543 的 素性 判别 由 下 面 的 树 给 出 ， 按照 惯例 ， 
xe la) PBA, BASF EIRP. 


(2543,5) 

eD ens (41,6) 
(2,1) " Now eD G2) 
oly Q.D | (2,1) 


LEA Prix An Pee Rae. SETS E ROOT Ko) ,我 
们 应 当 有 以 下 要 求 ，(i) gk =l modk), Gi) REA, g) 
ma (Kk,9k)》 的 一 个 子 顶 点 的 标签 时 ， 束 有 9 上- Æ] 
(med k), ii) kK 是 当 (1,9,5 BORN (Kk,9x) 的 诸 子 顶点 
BE l 的 适当 客 次 的 乘积 。 如 果 这 些 条 件 成 立 ， 则 从 时 
(2,1) HA, Lucas 判别 法 就 会 依次 证 明 ， 每 个 顶点 的 标签 
省 由 一 个 素数 及 它 的 一 个 原 根 组 成 ,特别 推 得 n 是 一 个 素数 
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对 于 Fermat & F,,F,5 Fs, R. P. Brent!!!) BAYER 
的 素 因 子 画 出 了 象 上 上 面 那样 的 证 明 桂 ， 但 是 因为 需要 对 树 中 
由 现 的 所 有 素数 给 出 p- 1 的 完全 分 解 ,因而 很 难 给 出 这 样 的 
证 明 。 瑟 一 方面 ， 在 1374J 中 指出 了 ， 可 以 较 容 易 地 人 为 造 出 
一 些 很 大 的 素数 及 其 相应 的 证 明 树 《从 树 的 时 开始 出 发 一 直 
通 到 根部 ) 。 

问题 仍然 是 : 怎样 找到 一 个 素性 证 明 ? 直到 最 近 ， 这 个 
问题 也 只 好 象 比 因子 分 解 一 个 数 的 同 题 容 狐 一 点 儿 。 习 通 8 
说 明 可 以 不 要 把 n -1 完全 分 解 。 而 Lucas ve 在 某 些 情 
形 可 以 用 nm+1l 的 分 解 来 代 赤 ?2-1 的 分解。 这 个 想法 被 
D.H.Lehmer 加 以 推广 了 (hLL28 Ip. 128), ren d 
ALAN nt EREN +} 的 部 分 分 解 合 起 来 证 明 n SEM, 
(p H.C. Williams (9?! 中 有 关于 这 些 方法 的 广泛 深入 的 述评 、 
目前 看 来 ， 无 论 是 从 型 论 上 还 是 从 实用 上 讲 ， 除 了 对 家 
Mersenne 数 这 样 的 特殊 类 型 的 整数 外 ， 由 Adleman， 有 Ramely 
MC. Pomerance 于 最 近 提 出 的 算法 应 是 最 好 的 算法 了 ， 我 们 
WEEE § 13 中 讨论 这 一 算法 ， 

E ”作为 一 项 广 趣 的 新 结果 我 们 注意 到 ， 在 本 文 写作 之 
时 ， 已 知 最 大 的 素数 是 39751 位 Mersenne $t Missi = 2°" 
- 1。 这 是 由 D.Slowinski 于 1983 年 9 月 证 明 的 ， 其 中 用 到 
+1 是 2 的 和 这 一 事实 出 。 


$6 伪 率 数 与 复合 性 证 明 
党 第 可 以 不 用 知道 一 个 整数 会 有 什么 样 的 真 因子 就 能 证 


O 最 近 证 明了 :ieosl: 也 是 素数 .一 一 译注 
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WEE—-THAR, KHFSAAZAHM. MR 是 素数 ， 

那么 Zn 中 所 有 单位 数组 成 的 群 Un 就 是 Z PAR dE IC 
WEA, MIU,|I=n-ı, FÆ, MEE BHO, nb, X 
b”-1=] (mod n), EN (34) . 


这 就 是 初等 数论 中 著名 的 Fermat 小 定理 。 设 对 某 个 整数 b ， 
有 整数 n> 1 使 (34) 成 立 ， 我 们 就 说 ”通过 了 底 为 六 的 伪 素 
数 检验 ， 车 此 时 7 为 一 复合 数 ， 则 称 n 为 以 6 为 底 的 伪 素 
数 。 因 此 ， 如 果 对 某 个 be [1,n-1]，n 不 能 道 过 以 了 为 底 
的 伪 素 数 检验 ， 我 们 就 得 到 n 是 合 数 的 一 个 证 明 ， 这 常常 是 
证 明 复合 性 的 一 种 简便 有 效 的 方法 。 0 i 
从 历史 上 来 说 ， 基 于 Fema 小 定理 的 逆 命 题 有 过 一 些 
含混 错误 的 认识 。 如 果 (34) MES > nikon, Hen 一定 
为 素数 呢 ? 据 [12]p.91 所 述 ， 有 一 个 时 期 Leibniz 曾 相信 ; 
凡 通 过 以 2 为 底 的 擅 素 数 检验 的 整数 皆 为 素数 。 容 易 看 出 ， 
每 个 Fermat 数 Fe =2 +1 都 能 通过 以 2 为 底 的 伪 素 数 检 
验 ， 可 能 正 是 这 个 事实 引导 Fermat 错误 地 认为 一 切 Fi BH 
素数 。，1732 年 ，Euler 首先 给 出 FS 的 分 解 | 
F,-2* +1=641+6700417, 


从 而 推翻 了 Fermat 的 猜想 。 关 于 Fs 是 合 数 的 证 明 ， 也 可 按 
下 题 的 方法 做 ， | 

习题 10 ”通过 证 Fs 不 能 通过 底 为 了 的 伪 束 数 检验 来 证 
明 Ps AE | s. 

到 目前 为 止 ， 人 们 已 经 发 现 许 多 上 ermat 数 是 复合 数 , 而 
除了 FosFisFos Fas Fi ASI 1E A RRRA Fx 是 素数 。 
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故 现今 有 人 猜想 诸 Fe 中 可 能 仅 有 有 限 个 素数 存在 。 
1819 年 ， 法 国 的 了 .Sarrus 指出 
23112:2 (mod 341), 
但 是 341= 11。31 是 合 数 。 事 实 上 ， 对 每 个 底 OOL RAC 
限 多 个 复合 数 满足 (34) 。 此 即 下 述 的 定理 5。 
定理 5 ”对 每 个 整数 2 二 1， 存 在 无 穷 多 个 以 上 为 底 的 僧 
BA. Lida: WP 是 一 个 满足 


u pt b(b*~1) (35) 
的 奇 素数 ， 作 自然 数 
n 0 -1 (36). 
5 一 1 


用 (36) 式 直接 证 明 n 是 合 数 。 出 
(D2—1) (n— 1) = de (bl — 1)(b? +b), (37> 
p(b*- 1)| (@P-'-1), (38) 
2| (5? +b) (39) 
推出 | | 
2p (b? — p | (2-1) (- D, 
Bu2p|(n—- 1), 4 n=l+2up, Alf 
| b-? ==] (mod n) (40) 
HE] b°==b (mod n), HE MARKER RUE ZT. 1 
BARET O>1, Ab 为 底 的 伪 素 数 有 无 穷 个 ， 但 对 
每 个 固定 的 5 汪 1， 在 同一 区 则 中 以 5 为 底 的 擅 素 数 与 其 中 
的 素数 相 比 ， 还 是 要 少 得 多 。 例 如 ，&4.Pomerapce **) rh gR 
对 不 超过 Xx AARP EF CO SULA TIER 
x FP (x) 
10* 5597 
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5°10° 11108 


10!? 14884 
]15*10? 17658 (41) 

2.10" 19865 

25*10? 21853, 

-L 
P(X) LIL) *, (42) 
其 中 

L(x) zexpíln x Inlnin x/InIn x}, (43) 


(有 关 较 早 的 结果 见 [16]) 。 而 不 超过 10° & 2.10'* MR Be 
分 别 有 50847534 及 882206716 ^. X. iH J. B. Rosser EL. 
Schoenfeld[ 51] 中 所 给 公式 知 KH x>17% 

7z (x) x/ln x, (44) 

这 里 zr (x) 表示 不 超过 x 的 素数 个 数 。 这 些 数值 及 公式 HJ 说 
明 擅 替 数 与 素数 相 比 个 数 要 少 得 多 。 

1909 年 左右 ，R.D.Carmichae!i 证 了 明了， 存在 合 数 ?， 
对 任何 b> 1, (yn) =1， 都 是 以 5 为 底 的 MER. 这样 
的 合 数 称 为 Carmichael £r, n=561 HE TER KEL RE 
现 的 Carmichael 数 ， 也 是 最 小 的 Carmichael &. 1912 年 ,Ca- 
rmichael 证 明了 如 下 结果 。 

习题 ]] 假设 nn 是 合 数 ， 其 标准 分 解 式 是 (1)。 证 明 , 对 
所 有 与 n 互 崇 有 的 b 有 (3 少 式 成 并 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 每 个 
i4k,=1 Rr, -D|M-1). MH Gps253, in 
至 少 有 三 个 不 同 的 素 因 子 。) 试 找 则 一 些 是 Carmichael 数 的 
例子 。D. Shanks Jd, mE p>3, 99-104 & 3p - 2 Ve H 
素数 ， 那 么 它们 的 乘积 是 一 个 Carmichael 数 )[ 提 aA: CIO 
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充分 性 : HEED (5,0) =1， 由 Fermat 小 定理 及 
GCD(r,-1,,r,- D|- DEH 
b”-'==] (mod r,) @=J,*,5), 
故 推 出 7 为 Carmichael Zt, (IT) 必要 性 ， Ben % Carmich- 
ael 数 ， 有 (1) 形 之 标准 分 解 ， 
(D 证 明 2 T n. 
AEn-2', t1, Kt 5-3, XE 


b^-izzl(mod n) (45) 
则 由 


"=] (mod n) (46) 
£5 (45) 立即 推出 3 三 1(mod m, ükt-1, FA: TE (45) 
ANEMIC, Xt n Ay Carmichael RAH )R. Br n dE 1A XH. 
有 一 个 琳 素 因子 +r 。 取 5 为 7 的 一 个 奇 的 原 根 ， 由 b mI 
(mod r) f$ (r- DIG - D, 3x5 n 为 偶 ? DAT. 

D BON) HERA Anar COD Dir. AA. RIE 

EE rii 的 原 根 ， 由 孙子 定理 可 求 得 b 适合 

b=9, (mod rity » t=],,s 
iX GCD(,n)-1. H 


Prize} (mod rity, 
b^-1zig^-! (mod 2 
及 原 根 定义 得 "cr, )!m- D, NER, =], i=1yre,s°® 
又 有 即 推 出 人 ;一 D1 m- 1) patie, 
© Axhiubsc3. Rik, Ws<3, Hr 为 合 数 有 s = 2。 
Wr, D| Or- Dan- 推出 (ri - D| Cr - D,Ial] BB (r5 一 
Dii,-D, WM Ti = Ta, TH. 
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4) 2821 =7°13°31,10585 =5。29.73， 27845 =5+17+29 
23, 172081 =7*13-31-61&& % Carmichael 数 .] 
Carmichael 数 的 存在 说 明 ， 在 某 些 情形 很 难 利 用 形 如 
(34) f poss Ec Ue Xe dE S PEO 的 证 明 ， 虽 然 尚 不 知道 Ca- 
rmichael 数 究 竟 有 多 少 ， 但 一 般 人 们 猜测 它们 有 无 穷 多 个 
〈 例 如 见 142]) 。 为 了 判别 素数 ， 用 稍微 强 一 些 的 检验 法 会 
使 效果 好 得 多 。 记 -1=2 7m，21+mm。 如 果 7” 是 素数 ， 则 
Un 是 循环 群 且 有 一 个 由 - ! 生 成 的 二 阶 子 群 。 同 样 ， 对 每 个 
XEUs， 的 阶 整除 14~-1， 因 而 x” 的 阶 整除 2*。 因 此 ， 要 
A x"-1, EZ E Hıeloh-1), x"?'89Ur39 2, FE 
x m2 = -1。 所 以 ， 只 要 了 是 素数 Ant oma 
b™==| (mod n) 
或 (47) 
pmi =~] (modn) (MHP ic [0,h 一 1]) 


Kor. WSR (AT) BA (0. WME (47) XL. BRU n xS 
AVES OF A Be. Mann AA Be, WER n 是 以 5 AR 
HJ —~ (5a (ER, EAR AE BP BE, {H 
HE Ead (47) 和 直接 检验 (34) 所 需 工 作 量 大 致 相当 ， 下 
面 的 定理 6 表明 ， 对 (47) 这 一 检验 法 不 存在 象 Carmichael 数 
钞 翌 的 类 似 物 ， 在 1444 中 对 唉 伪 素 数 检 验 法 的 效力 举 了 计算 
例证 ， 这 些 例 子 表 明 ， 每 个 小 于 25'10* 且 对 b=2,3,5,7 6 
E GU ar nS ARR. 定理 6 的 证 明 是 以 下 面 一 :条 关于 
Un 构 筷 的 结果 为 基础 的 。 


O 原文 此 处 误 为 复合 性 .一 一 译注 
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引 理 4 UE n—12948 3, DERU 中 元 Ru OME 
成 的 循环 子 群 。 设 B 由 Un 中 所 有 使 <u> 的 阶 为 奇数 或 <v> 中 
包含 - 1 的 那 种 元 素 4 AR. WME BERU Hn ETR 
BUR . 

ERA 1% (1) 为 nn 的 标 谁 分 解 。 记 n, =r, (i=],"+,S), 
HMR Zap IE HEAT TZ», ern. 
ex) X,€ Z。，。 定 义 其 中 两 个 元 的 加 法 与 乘法 分 别 为 

(Xp 928 Xe) t (Ji, tt.) = Xa ty, Xs HVS), 


(X,,*9,X,) (315***. 9 3) — (Xi see X Ys), 


容易 了 验证， 对 于 这 样 定义 的 加 法 与 乘法 , [Zh ,也 作成 一 个 
¿"l 

环 ， 它 称 为 £n, ane Zn HR. 对 每 个 元 XC Zn, 定义 一 
个 对 应 关系 了 ETE SH | [2a 中 一 个 元 Kerr), 其 中 

i=l 

x =x (mod n). 
f 显然 满足 ， 对 任何 X.6€ Za, 
f(x+ty) =f tf), 
fy) =J. U). 

这 种 / 称 为 环 Za 到 环 ]] Za ZAAR, WH Za 


pei 


IT nis BaF oS] EP 0, t ETS, c [fz VY ^4 xczZa [di 


i=l 
全 ”以 后 为 简单 计 ， 剩 余 类 环 中 元 素 z HDA, 译注 
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f(x) = ae, X), WHS 是 满 同 态 。 由 于 诸 7 PE PI 3 
由 初等 数论 中 著名 的 孙子 定理 〈 也 称 中 国 剩余 定理 ) 知 ， 对 


H A eX) E f | Zn, 必 有 唯一 的 XE Zw 使 
i=l | 
Xx; (mod n,), 1=1],°,5, 


因此 上 述 同 态 不 但 是 满 的 ， 还 是 一 对 一 的 ， 这 样 的 同 态 称 为 
一 个 同 构 。 记 为 


TI z。. (48) 
i= 
ree AMEE, th 
Un=[]Un,. (49) 


TE 
FAR, Un 中 每 个 元 素 的 阶 整除 诸 9 (,) G2 1,9, 
之 最 小 公 倍 数 。 记 
LCM(?(1,),-,?(n,») 22'l, 24L (50) 
AR ] 使 2'19(m;)，。 对 每 个 元 XEUn， 定 义 
p(x) =x? 1 
wR 9 EUn BU, PRA, BDH UL 中 乘法 而 言 有 
U xy) — 9 O)V Go, XHE x, 9€ Us. 
对 每 个 XE B， 易 见 v(x) E<x> 且 
YX) = x? sg toy, 
He, 3A yx) 21, XA VG) = —1C- DE h 
LB. 
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如 果 B 生 成 Us， 则 对 所 有 xEU， 有 (x) = t1. AS 
WH, Ar AEBS, 352. (49 中 就 有 S1. AUK 
包含 一 个 元 素 "” ， 它 使 modin E Us ;中 的 阶 为 2 ， 且 对 所 
di ixj Yumodn, = 1。 显 然 bv) sc £1. 所 以 我 们 断 言 ， 若 
BARU, PBAs=lin BRA, WTR. 

定理 6 (a) ie n-1-2^'m, 2Tm, ENRE 
Bi -(x€U,|x" =] 或 对 某 个 iE[0,h~-1] 有 x"m? = 一 1)。 
Zu B 生成 Us, Wil n ABB, 

(b) (M.O Rabin (471), WE n ABR, HMA (47) BY 
对 5 取 [1,7n 一 1] 中 的 一 半 整 数 不 成 立 ， 

证 明 (0 用 引 理 4 的 记号 ， 我 们 有 

B'EB | 
A PA ee BAe =1。 故 若 有 生成 Van，5 引 理 4 表 明 
对 其 个 素数 7 有 7m=7， 且 对 所 有 xzEU 有 和 -= 工 。 而 者 
就 推出 Urs 是 一 个 阶 为 r*-!(r 一 1 了) 的 循环 群 , 故 7*-!1(r 一 1) | 
(r* 1)， 这 就 得 出 k=1， 如 所 欲 证 ， 

(b) HFB 由 属于 区 间 [1,n-1] 且 使 (47) 成 立 的 那些 
元 素 b mod n 所 组 成 ，(a) 表明 8 生成 Un 的 一 个 真子 群 .。 
于 是 18'| 三 1U。s|， 得 证 . 

注 ”实际 上 Rabin 用 的 不 是 (47) ,而 是 它 的 一 种 更 复杂 ，、 
但 是 等 价 的 形式 。 在 [494 中 他 指出 ， 在 那 种 形 藉 下 ， 定 理 6 
中 的 “一 半 ” 可 以 换 成 “1/4”"， 他 给 出 一 些 复合 数 ?的 例子 ， 
这 些 例子 表明 1/4 已 是 本 质 上 来 说 最 好 可 能 的 了 。 

定理 6(b) 中 所 证 明 的 性 质 可 以 用 来 给 整数 的 复合 性 加 
以 检验 〈 在 L47] 及 其 它 一 些 地 方 述 及 可 用 来 作 素 性 判别 ， 这 
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是 不 对 的 ) 。 国 定 一 个 整数 K 之 1， 相 互 独 立 且 一 致 地 从 区 间 
[1,7 一 起 中 随机 选取 个 整数 。 若 7 未 能 通过 以 这 些 数 为 底 
的 强 伪 素 数 检验 ， 则 断定 7 为 合 数 ， 反 之 则 得 不 到 结论 ， 但 
有 相当 证 据 显 示 7 极 可 能 是 素数 。 当 第 二 可 能 出 现 ， 即 n 通 
看 法 。 如 Rabin 所 强调 的 ， 说 “7 可 能 是 素数 ”《 即 或 是 素 
数 ， 或 不 是 素数 ) RELE. Xk 的 无 论 什 么 值 ， 这 个 概 
更 算法 也 不 能 证 明 n 是 素数 。 男 一 方面 ， 车 7 为 合 数 ， 则 此 
检验 法 判 出 n 是 复合 数 的 概率 与 n 无 关 ， 且 至 少 为 1 -2-* 
(如 未 利用 更 强 的 结果 ， 这 个 概率 至 少 达 1- 4"*)。 于 是 ， 
在 以 大 = 100 为 例 , 那 么 这 个 检验 法 极 不 可 能 判断 不 出 n 是 合 
数 。 因 而 ， 如 果 对 于 100 组 随机 抽取 的 基 ，+ 都 通过 了 强 伪 
系数 检 监 ， 那 么 ” 极 可 能 是 一 个 素数 ， 不 过 仍然 不 算是 给 出 
了 了 证明。 注意 ， 每 做 一 次 (47) 的 检验 需要 做 Odnn)? 次 单 
精度 运算 . 
RAVER LAT IAA fal, R.Solovay fj V .Strassen[ 60] 
独立 地 提出 了 一 种 稍微 不 同 的 判别 合 数 的 概率 方法 (也 见 D. 
H.Lehmer 的 论文 [29]) 。 根 据 这 个 检验 法 , 我们 对 随机 选取 


的 整数 ae C1,n- 1] 来 计算 Jacobi 符号 (5 ) 的 值 ， 并 将 它 与 


a^-17 mod n 加 以 比较 。 如 果 n 是 素数 ,这 两 个 值 是 同样 的 ， 
然而 ， 工 . Monier [34a] 指出 ，Solovay~Strassen 的 方法 要 比 
Rabin fy 77 7% 2 , Solovay—Strassen 的 方法 需要 的 计算 量 更 大 ， 
且 有 时 在 探查 非 素 数 时 效果 较 益 。 更 近期 的 一 些 文章 [1]， 
[24],[44 及 其 它 一 些 都 对 有 关 的 检验 法 作 了 有 叙述 。 

可 否 用 某 种 方式 来 强化 定理 6 ， 以 求 得 可 用 于 证 明 素 性 
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的 结果 呢 ? 这 个 问题 和 在 不 知道 RAT 时 车 清 何 时 Un 
的 一 个 子 集 才 生成 Us 差不多 同样 困难 ,这 是 一 个 非常 困难 的 
问题 。 如 果 假 设 一 个 未 证 明 的 著名 狂想 一 一 广义 Riemann 猜 
下 成 立 ， 则 上 面 的 问题 可 得 到 茶 种 解决 。 

以 下 我 们 用 缩写 字 GRH (Generalized Riemann Hypoth- 
esis) 表示 广义 Riemann 猜想 。 我 们 假设 读者 了 解 级 数 论 中 
有 名 的 调和 级 数 

Dacltgtgt gt 
这 个 级 数 是 发 散 的 ， 它 的 和 是 +co。Euler fu B. Riemann 等 
人 先后 研究 过 如 下 更 一 般 的 级 数 


>; L, (51) 
fi] 
XARA Sort, op18B) fisico, 因而 
它 对 Res =0>i €XT—A s 为 复 变 数 的 图 数 RH Rie- 
mann -函数 ， 记 为 5《(s)。Riermana 于 1859 证 明 7 f(s) af 
以 解析 开拓 成 全 复 平 面 上 除 s = 1 OP a A ER BR — iE 
BAB AS, CN) 有 无 穷 多 个 复 零点 pn = hn tY ERER 
0 和 Res 过 1 中 。 他 猜测 这 些 零点 满足 Any, KARATE 
称 的 Riemann 猜想， 
ix X JELA m1 为 模 的 特征 函数 ( 罗 [20aj 第 十 六 音 )， 
Dirichlet 首先 考虑 了 (51) 的 如 下 推广 


(D WEP Rs MiSs HER, — At 
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5I | (52) 


M x 是 主 特征 ， 即 对 所 有 (n,m) =1 A x) = 工时 ， 它 有 与 
P (3) 完全 类 似 的 性 质 ， 当 x 为 非 主 特征 时 ， 它 可 以 解析 开拓 
成 全 复 平面 上 的 解析 函数 ， 记 为 上 (s,Xx)， 称 为 Dir chlet L- 
FREE. SERIE L(s,x)〉 存 条 域 0 委 Res 委 1 中 有 无 穷 多 个 零 
FE, IRA Pn = pn+iyn， 则 GRH 可 表述 为 ,对 模 训 的 任何 特 
IE: 54 fn =1/2。 显 然 Riemann 猜想 是 它 的 一 个 特例 。 这 
些 猜 想 至 今 仍 未 被 证 明 。 现 在 已 有 的 数据 表明 这 些 猜想 极 有 
可 能 是 正确 的 。 

197642, G.L, Miller 在 -~ 篇 短文 中 证 明了 关于 Legendre 
符号 的 Euler 判别 法 《〈 见 本 文 (10) 式 ) 之 逆 命 题 成 立 。 

引 理 5 (Miller) Anime, WHA AAR, (a, 
n)=1, 使 


qin-1 ^s C7) (mod n) ; 


其 中 (去 ) 为 Jacobi 符号 ， 
证 明 eA xD KER a> fE pin, Wa Kp H 
一 个 原 根 ， 且 不 妨 可 设 《a,n) =1， 否 则 可 求 es 
[^7 (mod p°) 


dic] (modn/p?). 
Tp 


a 
-1 (一 
a =(-) (mod m, 


则 可 证 有 


a”-! ==] (mod p°), 
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KMite@ )|m-D, 45 po WPS. RBA 
anon) (mod n), 
Hik n= pep, 522, iB | 为 互 不 相同 的 柯 素 数 ， 取 


b, 5 的 二 次 非 剩 余 ， 取 b ;为 p,(t-2,**,8) 的 二 次 剩余 ， 
由 朱子 定理 可 求人 得 eo 


a,==b, (mod p,) 
lamb (mod Di), 1=9,+,S, 
则 m =1 且 (全 )= -1。 下 面 用 反 证 法 . 设 若 对 每 个 满足 


(b,m) =1 的 5 EA boc (I) (mod ny, pA bP 


(mod n), Kk Aj pH UR, WTAE) =i, TER 


b=k# 
k"™-l==4 (mod p,), 


Ado -Dia-2D,HJ 是 整数 。 注 意 到 4 是 pz 的 二 


KHIR, ROMA 


2-1 Pov) n-i 7q,\ eb 
ü i 2 = (a, 2 Pirna =] (mod p,), 
2 


n-] 
p,—1l 


又 有 


a, P =à) = — ] (mod n), 


注意 到 p,|n A 122 — 1 (mod pp, ix 5 5,52 TIR. 
上 述 引 理 只 给 出 了 当 n 为 奇 合 数 时 存在 4 使 
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PSEA ES HR 4 的 方法 ,也 没有 给 出 这 种 4 可 能 存在 的 范围 ， 

1952 年 , 在 假设 GRH 成 立 的 条 件 下 ，N.C.Ankeny 对 最 
小 二 次 非 剩 余 的 上 上 界 给 出 一 个 很 好 的 估计 ， 有 关 这 个 结论 更 
一 般 的 表述 及 证 明 可 参见 H.L.Montgomery " p 120, Fi 
用 这 些 结 论 , G.L.Miler P" 给 出 了 判别 素性 的 一 种 多 项 式 
算法 ， 这 个 算法 的 -一 种 简化 形式 如 下 。 

根据 Ankeny—Montgomery 的 定理 ， 在 假设 GRH 成 立 的 
条 件 下 ,存在 一 个 整数 c 宇 1、 设 n 是 一 个 待 验 的 奇数 。 这 样 
可 定义 函数 f (n) =e(Inn)?, 

第 一 步 ” ”检查 是 否 有 某 个 整数 mn 汪 >1 Rk ER soe fin 
= ms 。 车 这 样 的 ms 存在 , 则 算法 停止 并 输出 “7 BAR”. 

第 二 步 ” 对 每 个 正 整 数 4 志 f (nm)， 作 以 下 三 步 检 查 ， 在 
任 一 步 成 立时 ， 即 停止 并 输 册 “7 是 合 数 ”， 

G) ajn, 

(ii) a”-! z£] (mod n), 

Gi) XX k, Ixkxt(n-D, dj 

GCD (car - 7" mod n) - ],n) X1, 

其 中 1(r) 表示 7 pe BT 28 ww Reve, m2r, 但 
gt(r+) 1r. 

如 来 n 通 过 以 上 检查 ， 则 输出 “nn ER”, 

IEx& Miller 的 这 项 成 果 为 强 伪 素 数 检测 法 及 Rabin 的 合 
数 检 测 法 提供 了 富有 成 效 的 思想 ， 

习题 12 dx m 5k 为 正 整数 。 证 明 ， 车 从 [1,m] 中 独立 
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且 一 致 地 随机 选取 于 个 整数 就， 则 至 少 有 一 个 和 亩 合 数 
nE [l m iA AAE jj,…,ox 均 为 伪 素 数 的 概率 小 于 mm2 一， 
竺 弄 地， 有 一 个 由 至 多 in m/1n2 个 整数 组 成 的 集合 TCL, 
1 jj， 使 得 每 一 个 童 合 数 FE [l,mj 对 至 少 一 个 bET 不 满足 
UDA., (请 与 [3 比较 之 。 可 惜 的 是 ， 这 个 结果 并 未 告诉 我 
们 怎样 求 出 一 个 这 样 的 集合 下 .) 

如 果 放 弃 未 经 证 明 的 GRH 而 改 用 [9j 中 的 结果 ， 可 以 得 
到 一 个 判别 素数 的 无 条 件 算法 ， 不 过 相应 应 取 算 法 中 的 函数 
A in) =en, PER OCERL34 ]. 

(内 容 未 完 ， 待 续 , 请 见 第 (3) 册 ) 


GER RAE, GRABER) 
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洛 宕 兹 几何 中 的 三 角 学 0 


G.S.BIRMAN, K.NOMIZU 


欧 兵 几何 是 仿 射 空 间 中 在 它 的 同 量 之 间 存 在 正定 的 内 积 
oP AE ALA, AIR PX PPA TES A Ct tm) 
的 内 积 ， 则 所 得 到 的 几何 就 称 为 洛 岩 兹 几何 。 如 所 有 周知, 4 
纵 的 洛 岩 兹 几何 是 特殊 相对 论 的 最 适当 的 语言 。 但 是 ， 洛 内 
效 几 何 的 最 初等 的 部 分 ， 即 治 容 兹 平面 几何 。 尚 需 普 及 成 为 
Bre Ts WARES). RRR A SASL PHA, BK 
TRETZENFZAERNIEKMRIEN FN, BAH on 其 
少 。 

在 本 文 ,我 们 从 所 谓 的 反 回 的 Cauchy-Sehwarz 不 等 式 出 
有 发， 给 出 洛 安 兹 三角 学 的 一 个 简短 的 引 论 。 


1. 准备 知识 
ix L? felines | AR FEE RHA BRE AR 
<X,y?>7=XYı XY, (1) 


其 中 六 = (xxa)yy= Hy) AG RE BMH BB 
SO*'O,D, CHIC ze A FÉIERE, 


Br er m a 


(D Trigonometry in Lorentzian Geometry, Amer, Math. 
Monthly, 91(1984)» 543—549, 
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chu shu 
| uc R, (2) 


AQ) = | shu chu 
其 中 ch,sh 4> iE XX dl 4: 2: Be A ER ER C, 与 (2) 相对 
照 的 是 转动 矩阵 


Ru) =| 


me Sin H | uc R, 
sin Hu COS H 
"E RTT IR EK ALBAE yd = xy + XY, DE, 

设 x 是 Le 中 一 个 向 量 。 如 果 <x,z><0， 则 称 x 是 类 时 
[i], AuEex,x2l0, DER * 是 类 空间 量 ; 如 果 <x,x> = 0， 
则 称 x 是 零 化 向 量 。x 的 模 定 义 为 xj = |<x,x>| ,我 们 还 
规定 时 间 定 向 如 下 :, 设 e= (0,1)，x = on) 是 类 时 向 量 ， 
如 采 <x,e><0, 则 称 x 是 指向 未 来 的 ， 如 果 <xy,e> 盖 0， 则 称 
x 是 指向 过 去 的 。 因 此 向 量 x = 0,0) 是 指向 未 来 的 类 时 向 
He ELBUSS xi - x$«0, x70, 这 个 条 件 可 以 表示 成 jxi| 一 
t EKE ARUH: WGE L ERRAR, RIFE, R 
持 时 间 定 向 的 所 有 线性 变换 构成 的 群 。 

下 面 的 引 理 是 十 分 基本 的 。 

SIG! 设 x,y 是 关中 指向 未 来 的 类 时 向 量 ， 则 

G) <x, y>. | 

Gi) x+y 仍 是 指向 未 来 的 类 时 向 量 ， 

(iii) - <x,y> 之 上 xi 上 yi; 等 号 成 立 当 且 仪 当 对 于 某 个 oc 二 0 
有 y=ex, 

Gv) [x+y| 之 xl tly 等 号 成 立 当 且 仅 当 对 于 某 个 
c>0 A y=cx, 

CARE A © = (x1,*s) 是 指向 未 来 的 类 时 向 量 的 充分 必 
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Be Ze Fe AE Ld 由 理 是 很 容易 直接 证 明 的 。 另 外 ， 5 
晶 在 主意 维 的 洛 岩 兹 向 量 空间 中 都 成 芯 ， (iii) 就 是 所 谓 的 芭 
向 Cauchy-5chwarz RE, PEX = (X, ,***Xn»Xn412 ANY = 
(Jis ttt Yn Ynad) HE CAR 


fi 
«Xx,» = > | XV, — Xn+idntle 


IK i 


DTe PRIRA A> > 号 ， 同 理 有 


cl 


uu 
Vaart Si gb. 利用 普通 的 Cauchy-Schwarz TER 


k=] 
N mR 
Dar [SVD eye 
k= i k=} lh-1 
我 们 有 


Tt 
—«X,y? 7Xn.iUn«i1 7 > “dk 


te = | 
EE" ‘ron 
ae 2 2 
Xana ne 一 [5 xk . | Vk —0, 
k=} k=l | 


因此 


(= <x, y>)? — [x LT 


mn 
2 
>(Kasıyne 一 D3 Xk |» Vi ) 
k=] k=l 


n TL 
n. . 
-(xa- Dat)(sin- Ds) 
is = } ko] 


ñ SE J2 
=xi,, >, yi - 2% aidan DD zi Ji 


k=l koi kewl 
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n 
+ yan 2$ 

k=l 
(Ds Yi Dt xe) 20 之 0 $ 


k= 1 


即 
-<2,»21*l1rle 


FSM, SAMS 


C —— i ee 


k=} k = ig = 


aX rt Js dn xi = 0, 


上 面 两 式 成 立 的 条 件 是 存在 。 盖 0 ， 使 得 ?> =cex, (iii) AHE 
Fe. OV) Æ GH) 的 直接 推论 。 

现在 定义 角 的 概念 。 设 x*,y 是 两 个 指向 未 来 的 类 时 单位 
问 量 。 我 们 称 4ER 是 从 x 到 yy 的 (有 问 ) 角 ,如 果 A(W) ox = 
y。 此 时 ， 从 y 到 x 的 (有 癌 ) 角 显然 是 ~4。x Ay ZN 
GERARD) Ae MA lel. WREX, 


y,=x,chu+x,sh u, 


Ya = X Sh U + X ci U, 


因此 

- <, y> = — Uh + YX, = chu, (A3 
由 引 理 可 知 ， 左边 的 区 关于 1 ， 所 以 这 样 的 WER 66. 
定 的 。 


E x,y 是 指向 未 来 的 类 时 向量 ，x 和 > 之 间 的 (有 间或 
非 有 向 的 ) 角 就 是 1 六 和 1 本 之 税 的 角 。 因 此 
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^ Mir 


CX, y> 
del dud" 
两 条 类 时 直线 (它们 都 通过 原点 ， 即 通过 零 向 量 ) 之 间 的 类 角 
定义 为 分 别 蓝 在 这 两 条 直线 上 的 两 个 类 时 指 问 未 来 的 单位 问 
3 Z BL 3678. | 

EI ”两 条 类 人 空 直 线 之 间 的 夹 角 也 可 以 类 似 地 定义 。 其 
RAR BEL” 上 的 线性 变换 oc， 使 得 


NE) 


WS FEER x. rye VA 


chu=- (4) 


<O (X) ,O(Y)> = —«x,y», 


所 以 5 ERRER Gee SSRI fal Be, FEAR Te) EAS 为 类 空 向 
GE. dp x.» 是 关上 两 个 指 阅 右 鲁 的 类 空间 量 , 则 o (x) , of y) 
古 现 个 指 问 未 来 的 类 时 向 量 ， 于 是 由 引 理 得 到 

GQ)! <x, y> >}(, 

Gi)’ <&,y>>|x||y]|. 
XM cz) 和 ao) 的 角 是 4， 即 

Alu) *c(x) zo(y), 
MEAS HR LE BA 
AUex=y, 


PEL PS AP 38 IRLZR DERE SE IMT I] Sc e AY E EE EB IDE Bg 
2 23 [n] St4 de x FAY» m ELAS ho DR PE XE fH Ane Be BEAR. 


"o m o a 


O Ressl. BU 2c JE 38 LAE HS 28 Z3 I6] BMRA, x 是 类 空间 量 , 并 
HG,0,5»20,. HSV PO MH x 是 指向 左 的 类 空 向 量 。 
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正 因 为 如 此 ， 我 们 在 下 面 只 讨论 类 时 间 量 。 
现在 我 们 转向 洛 宕 兹 平面 ， 即 与 洛 宪 兹 向 量 空间 全 随 的 
仿 射 平面 。 这 样 ， 对 于 平面 上 任意 两 个 点 A.B, SUITE ME 
ABEL, 对 于 任意 三 个 点 4,B,C, 则 有 4C = AB * BC. 
我 们 知道 在 欧 氏 平面 上 任意 一 个 运动 都 可 以 表示 成 旋转 
和 平移 的 组 合 。 在 直角 坐标 系 下 ， 一 个 运动 用 年 轿 运 汉 圾 站 


Hr 
x cost -sint a 
x, | 一 | sin! cost b 
Ji 


0 0 1 
在 沿 宕 兹 平面 七 ， 起 运动 和 格 作用 的 群 是 
chu shu a 
shu chu b | LIÉ (5) 
0 0 1 
它 在 洛 岩 兹 平面 上 作用 的 方式 与 欧 氏 平面 相仿 。 因 此 ， 洛 如 
ACE II JU SUR JE ESI TE G 的 作用 下 的 不 变性 质 。 
设 A,B,C 是 不 共 线 的 三 个 点 ， 使 得 AB, AC BFS AK 


的 类 时 向 量 , BC 是 类 空 问 量 ， JEH«AB, BC» 20, Wi BRE 
从 点 CC 向 直线 AB 作 正 交 投 影 得 到 的 。 因 此 


一 一 


<AB,BC> 一 <AB, AC 一 AB» 


X1 
X2 


I 


Lad 


G= 


一 CAB, AC> — «AB, AB» 
= - | ABI- AC] -eh u | ABI? 
=(, 
ANWAR ABM AC ZEN FE u 满足 
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sh u= JABI, (6) 
l AC] 


«BC, BC»- «AC - AB,BC> 
= - JACI? + JAB} AC] «ch u 
= JACI Cehtu - 1) = | AC]?sh?u, 
因此 R 
eh u = Bel, (7) 
IACI 
JF B. 
(ACI? + [BCI = T ABI. (8) 
MERNI DIETE V EA FL C 
何 中 很 重要 的 一 类 三 角形 。 所 谓 
(类 时 的 ) 纯 三 角形 是 指 有 三 个 适当 
命名 的 顶点 4,B,C 的 三 角形 , 使 得 
AB, BC 都 是 指 问 未 来 的 类 时 向 量 
《作为 引 理 的 推论 可 知 ，AC 也 是 指 
向 未 来 的 类 时 向 量 ) 。 以 下 我 们 假 
定 纯 三 角形 ABC 的 顶 点 都 是 这 样 
命名 和 的，B 称 为 中 间 顶 点 。 (EA A 
处 的 角 A 是 直线 AB 和 AC 之 闻 的 Sol 
fü: 在 C 处 的 角 0 是 直线 BC fü AC 之 闻 的 角 , 最 后 ， 在 中 
间 顶 点 处 的 角 户 是 直线 AB 和 BC 之 闻 的 角 ， 也 就 是 向 量 
AB 和 BC 之 间 的 角 , 它 看 上 去 象 是 欧 氏 几何 中 三 角形 的 外 角 ， 
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参看 图 1 。 

现在 我 们 证 明 

命题 ] 设 ABC 是 纯 三 角形 ， 则 在 中 间 顶 点 的 角 等 于 另 
外 两 个 角 之 和 : b =A +Ê. NEN MEN 

证 明 i$ x-AB/IAB|.» = BC/IBCl,z = AC/JACI, 
Bea 是 从 x 到 = 的 角 ，8 是 从 x 到 了 的 角 ， VEN ay 
角 。 因 为 z 落 在 x 和 yy 之 间 ( 更 确切 地 说 , 若 x = (shu ,ch u), 
y= (shv,chv),z= (shw,chw)， 则 包 阔 在 4 Av ZA): 显 
然 有 =&+7Y。 因 为 a 和 7 同时 是 正 的 ， 或 同时 是 负 的 ， 因 
IE Bl =lal+ |r|. 

在 将 家 兹 平面 几何 中 平行 四 边 形 面积 的 概念 是 有 意义 
的 .给 定 两 个 问 量 x = (Xa) ,= Gi, 99 ， 则 由 x 和 3 张 成 的 
平行 四 边 形 的 面积 等 于 [X19s 一 X91|, 它 在 群 G 的 作用 下 是 不 
变 的 (只 要 注意 到 G 是 么 模 群 SL (2,R) 的 子 群 ). 如 朵 A .B,C 
是 不 共 线 的 三 个 点 , 则 三 角形 48C 的 面积 等 于 由 AB,AC 所 张 
的 平行 四 边 形 的 面积 的 一 半 ， 它 在 群 G 的 作用 下 是 不 变 的 。 
我 们 有 

命题 2 B= FE ABC PEERS 


S = be sh Â, (9) 


其 中 5 =| ACI, ¢ = ABl, 4 是 A4BC 在 4 处 的 角 ( 图 2 )， 
证 明 不 妨 这 4=(00) , B=ee(shu,chu), C =b» 
(shv,chv) , Pj= Ang ABC 的 面积 是 


= Lbesh|u- v], 


S =< -be|shu chu - ch ush v| 9 


很 明显 ，j2 一 相 恰好 等 于 角 A. 
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2, ASKEOR 


if 25287 i ENO Ae on PE: Wt Pett BOP S 

上 任意 一 点 、 设 ? 0. H&(0: «PQ, PQ» =r?) 将 有 两 个 

分 支 ， 每 一 个 分 文 称 为 以 已 为 中 心 ， 以 了 为 半径 的 《类 时) 
WEA. WP (0.00 ， 则 洛 岩 兹 圆周 的 方程 是 

(44-1)? — (X4 — pe) 二 人。 

从 微分 几何 观点 看 ， 这 条 双 曲 线 的 每 一 个 

23 X UD HEB TE — RA wR 的 类 时 直线 

《这 里 的 “类 时 ”是 指 它 的 切 向 量 是 类 时 

RE) ER 上 ， 一 个 分 支 可 以 参数 化 为 

x(y=(rchi+p, rshi+p)， 其 切 向 量 


ai = (rsht,rent), BrP 


dx dx ) 
s ee — i, — — 72 
dt ? dt . 


May HEISE EER — AO, 
PO 与 洛 岩 北 贺 在 Q 处 的 切线 Te ATE 
WE BWM, PO ERKENNE 
QE ER. (EWES UL (CHR Rz üt Se R6 
dr. BD ES ESSE DUE IE Iv. 
XX RE. B ZA ANY REDE AL] A n= (cht, M) REA 


a= (Gan), Hop sm kaw. mAg Er, 


BAGS = chi, sh o, x --L. ER 
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现在 我 们 有 

定理 5 洛 岩 兹 圆周 的 内 接 三 角形 是 纯 三 角形 。 反 之 ,一 
个 纯 三 角形 必 能 内 接 于 唯一 的 一 个 洛 岩 花园 周 。 

WEAR dE A=re(cha,sha), B=re(chb,shb), C= 
re(che,sh 0c) 是 洛 岩 兹 圆周 Xx? 一 y=7? 上 的 三 个 点 ,其 中 4 < 
bp 一 5c。 由 于 4 4b, RA 


«AB, AB» —-r*|(chb—cha)?— (shb—sha)?] 
=2r? 1 —-ch(b—a) j«0, 


所 以 AB 是 类 时 向 量 ， 容 易 验证 AB 是 指向 未 来 的 ， 同 理 可 
证 BC 是 指向 未 来 的 类 时 向 量 ， 因 此 ABC 是 纯 三 角形 。 
现在 设 ABC 是 纯 三 角形 ， 命 4 = (aa), B = (b1,b,)， 
C = (C1,6;)。 我 们 要 证 明 存 在 Pp1;P。， 及 ? 关 0， KR FR 
RYE 
(a, — Pi) - (a; p)? =P’, 
(bj —p))* — (59 —p,)?zr?, (10) ` 


(Ci =p)? -— (e,-Pp,)’=rt, 
WK XO) 式 我 们 得 到 pl,ps 的 两 个 线性 方程 


MD *2(a,—b,) p, = bi — ay tai - bj , 


(11) 
2(c,-b)Pı +2(b,—- Cy) p, = 07 —b? +b2 —028 , 


因为 4B 与 BC 不 共 线 ， 于 是 (b,-a,)- (b, — Cy) # (a, — b3) 
。(Cc1 =b), KREFELD 有 唯一 解 p1,p。。 现 在 从 WM 
第 一 个 方程 决定 7 ， 则 其 余 两 个 方程 也 满足 。 剩 下 要 验证 的 
Ae r 50. 
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Air =0, 则 我 们 必定 有 
dı — P= + (4g~DPo), 
bi =p; = + (b; — Pz)» 
Cy) =P= E (Co — Do). 
Hh ebay iESRAATA 5. ma: =a ~ Pas 
b,-p,-b,—p.. WTR b-a =b- SERE <AB,ABD 
=0, 这 与 AB MORI HGRA. KUE, FER ER LATUR 
可 能 成 立 。 因 此 #0, 
我 们 还 得 考察 治 崔 兹 圆周 所 有 具有 的 、 与 欧 氏 几何 的 熟知 
事实 类 似 的 进一步 的 性 质 。 
it A, BE M EZALE -yr >00 LES MT 
点 。 则 OA MOB 都 是 类 空 直线 。 按 照 (4) 式 下 面 的 注 记 ,能 
HEX OA 和 08B ZAKA, RZA AB 所 对 的 圆心 角 ， 
ZU RA =re(cha,sha), B=re(chb,shb), M 3 AB Br 
的 圆心 角 等 于 la -5b1。 
IX Ts 是 党 宕 兹 圆周 在 B 点 的 切线 , 则 我 们 能 够 谈论 Ts 
4195 ABZ RIR FH. 3:451 ETE HH | 
定理 4 ik A.B JE i RÀ A 
Ar -y=r,x >O kM 
Ao WER Te AGE AB ZAK 
SAE TIX AB 所 对 的 圆心 角 的 
一 六 (2&4 As). 
证 明 利用 群 G 的 变换 ， 
可 以 假定 A=rt(cha,sha)， 
B - (r,0. Ta MAB ZZ AY 
fa a 满足 hy 3 


cias 一“ Md lyi, 
其 中 x= (0,1), y= (cha-i,sha), IN W 
cha=sh a/v - (chħìa-1)?+sha _ 
=sha/v?2icha-|) , 
H F cha- 1 =2 sh? (a/2), sha=2sh(a/2)ch(a/2), B E 
cha=ch(a/2), Bfia=|a|/2, GR, jal ts ewe Pre iy 
圆心 角 。 
HGB! 设 A 和 B 是 洛 岩 兹 圆周 上 的 两 个 点 ， 则 继 AB 
ADEE TA, Ts 所 构成 的 角 相 等 (参看 图 4). 
淮 论 2 X ABC ENBET SAA AM 纯 三 f. B 
EPRD B ASTI AC 所 对 的 圆心 角 的 一 半 。 因 此 ， 
SUA BEA, CZARA BEALE 变 动 时 ， 三 角形 ABC 
ER D Bü Po Rs f. | 
AB] SARS. kayp BWA T. E R AB. x 
WR AG. ABA TER BARE ur? EA 
vate SAL 20, 5% BCH SEE 2. HE, XX AC M 


i) FA A2 (Q + P). 


pil 


190 


3, ARIES AE f£ 823 EH SS FEE 
我 们 要 证 明 
定理 5 i ABC 是 纯 三 角形 。 则 


hA h s] 
TA SB TC ARERR, 


其 中 4a = (BGI, #=ICAl, cS IABI, HA,B,0 分 别 记 在 
A,B,C. m 

证 明 参看 图 6 。 设 D 是 AC 上 一 点 ， 使 得 BD 是 类 空 
向 量 ， 并 且 <BD,4C> =0。 由 (7) 式 得 到 


pa [BDI ao- IBD 
因此 
sh Á sh(? 
a ¢? 


WE 是 直线 4B 上 一 点 ， 使 得 CE EXA 向 E, SEAL CCE, 
AB> =0。 这 样 ， 


sh = ICE] sh Å = ACEI ， 
因此 
shB shA 
b` a 


定理 6 ”定理 5 中 的 公 比 等 于 ,其 中 是 纯 三 角形 4BC 


19] 


HJ XB 22 3 JAI AE 
证 明 d JL BRE x-4h b. AJdRCOC x -办 对 称 的 
特殊 情形 证 明 这 个 定理 BART). XPDTAABC, Mogt 
等 的 角 4 和 C。 由 命题 1 ， 我 们 有 B=2x%。 由 定理 4 的 推论 
2, 52 BC 的 圆心 角 等 于 20。 如 果 忆 是 AC E x -ARIN uu, 
则 将 公式 (7) 用 于 人 ODC 给 出 | 
ICD|| =resh(2Qa) =2r cha sha, 
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将 同一 个 公式 用 于 和 AC5D 则 给 
ICD] =|CBlcha=acha, 


hà 
因此 2r sh a = a, Bp . L, 


对 于 一 般 精 形 ， 先 用 群 CG 的 作用 使 得 4,C 关 于 *- 轴 
是 对 称 的 。 如 果 Bl BRERA AM x - 轴 的 交点 (看 图 8)， 
则 从 定理 4 的 推论 2 得 知人 ABC MABE TTAABIC KAR Bi. 
um, P -= 22。 根据 在 特殊 情形 已 证 明 的 事实 ， 后 

ac! Jac] 
REFI MET g 

Hid NETFRIT Aieiaia SJ AABC 
ERST, BET 

证 明 ”这 是 命题 2 和 定理 6 的 直接 推论 。 

最 后 我 们 有 

定理 7 对 于 纯 三 角形 ABCA 

a? = b? c? — 956 ch A, 
c? =a? +b? -2abch ô, ( 双 曲 余 继 定律 ) 
b? — a? +0c*4+2ac ch Ê, 

证 明 ”这 是 容易 证 明 的 ， 留 给 读者 自己 证 明 。 需 要 指出 

的 是 ， 与 中 间 顶 点 妃 对 应 购 公 式 中 最 后 一 项 的 符号 是 + v. 


= X X WÀ 


-13 G. 8. Birman and K. Nomizu, The Gauss-Bonnet the- 
orem for 2-dimensional spacetimes, Michigan Math.J ., 


[23 W. H. Greub, Linear Algebra, 2nd ed., Springer-Ver- 
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[3] 


[4] 


L5] 
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《 陈 维 桓 编 泽 ， 阮 培 文 校 ) 


HANOI 塔 问 题 及 算法 分 析 ? 


P. Cull, E.F.Ecklund 


mi 


—. 8U 

于 处 部 用 到 数学 ， 但 很 可 能 设 有 了 哪 一 处 能 比 得 上 它 在 计 
AUELEPBYUBIEDXEZJUS 而 在 计算 机 科学 中 ， TEN 
rh 7 be BA PP. WR SR AR, DES 
HH «TIER kPa, RR PIT ROLLA’. 
这 可 太 难 了 ! 

Fe SOE He EAN Ie Hanoi 塔 问题 的 一 些 算 法 给 大 家 一 
AR BE > BOAO RHE LAR EYE, CUTIE TAREE NTS» . 
gno. KEN GRILE it $03» — p e 
BIETER PURRE TE. XII. 算法 分 析 已 经 成 
Aik RALE R REEE DENE. RZ MEER AH 
BUG EE) Z8 25 35 APE ARB PIS SR AAR AL A. BI, 
MRRP AAI. BRE CIDA AHL) ASH HR 
JLSXIEBgUlbieyz Bp 7,5. NESA HAMA 2, 
LA JE. B SEIS. MA BH GAIA 
Rus iU. 

算法 分 析 的 任务 主要 有 三 方面 : 


a ee oe 


© Tower of Hanoi and Analysis of Algorithms, Amer. 
Math. Monthly, 92(1985), 407—420. 
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CD 提出 一 个 可 证 明 其 正确 性 的 算法 ， 也 就 是 说 ， 所 设 
计 的 算法 不 仅仅 能 用 来 解 这 个 问题 ， 而 且 还 要 从 理论 上 能 够 
证 明 这 一 点 。 

(2) 对 同一 个 问题 提出 的 若干 算法 ， 按 它们 占用 计算 机 
资源 〈 如 时 间 、 空 间 ) 的 各 种 度量 标准 进行 比较 。 据 此 ， 我 
们 才能 说 何 时 一 个 算法 比 另 一 个 算法 好 一 些 。 

(3) 如 果 可 能 的 话 ， 对 给 定 问题 找 出 一 个 按 占 用 某 种 特 
定 资源 的 度量 来 说 是 最 好 的 算法 。 这 包括 了 证 明 一 个 “下 
界 ”, 即 证 明 解 决 这 个 问题 的 每 一 个 算法 都 至 少 需 要 如 此 多 的 
这 种 资源 。 为 了 证 实 一 个 算法 是 最 好 和 的， 人们 必须 同时 有 一 
个 下 界 的 证 明 ， 以 及 一 个 所 用 资源 不 超过 这 个 下 界 的 算法 ， 

这 里 要 提醒 人 们 注意 的 是 一 个 算法 的 界 与 一 个 问题 的 界 
之 间 的 区 别 。 如 果 人 们 对 于 解决 某 个 问题 的 一 个 算法 确定 了 
其 占用 某 种 资源 的 上 界 ， 那 么 对 这 个 算法 以 及 对 这 个 问题 来 
说 ， 我 们 就 都 有 了 一 个 上 界 。 如 果 我 们 确定 了 某 个 问题 的 一 
个 下 界 ， 那 么 也 就 得 到 了 关于 解 这 个 问题 所 有 算法 的 一 个 下 
界 。 但 是 ， 所 论证 的 解 某 个 问题 的 一 个 算法 的 下 界 ， 并 不 能 
确定 这 个 问题 的 下 界 。 

在 本 文中 ， 我 们 将 用 Hanoi 塔 问题 作为 典型 实例 来 说 明 
算法 分 析 的 这 三 方面 任 务 。Hanoi 塔 问题 常常 被 当 作 一 -个 可 
以 用 递归 算法 简捷 求解 的 例子 ， 一 个 需要 指数 时 间 才 能 求 得 
其 解 的 例子 5， 一 个 解 题 的 策略 的 例子 '!。Hanoi 塔 问 
题 是 这 样 的 , 给 我 们 三 个 塔 A,B,CGC 和 2 个 不 同 尺寸 的 
圆 盘 ， 开 始 时 阁 盘 校 大 小 顺序 摆 在 A 塔 上 〈 最 大 的 盘 半 在 底 
部 ， 最 小 的 盘 1 在 顶部 ， 如 图 1)， 要 求 我 们 将 这 一 摆 圆 盘 从 
A 塔 移 到 C 塔 ， 条 件 是 一 次 只 能 移动 一 个 盘子 且 大 盘 不 能 摆 
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在 小 盘 之 上 ， 另 外 ， 要 求 移动 序列 要 尽 可 能 的 短 。 一 个 算法 
如 果 解 决 了 河内 塔 问 题 ， 那 么 当 输 入 圆 盘 数 n 和 塔 名 时 ， 此 
算法 就 产生 出 符合 上 述 规则 的 最 短 移动 序列 。 

本 文 将 研究 解 Hanoi 塔 问 题 的 种 种 算法 。 我 们 将 证 明 每 
个 算法 的 正确 性 ， 计 算出 每 个 算法 所 用 的 时 间 和 和 空间， 以便 


图 1 Hanoi 


于 对 它们 进行 比较 ， 并 且 证 明 每 个 算法 在 解决 此 问题 时 所 需 
时 间 和 空间 的 下 界 。 我 们 还 将 说 明 ， 最 后 给 出 的 那个 算法 达 
到 了 这 蛙 下 和 者， 因此 对 这 些 度 量 来 说 是 最 佳 可 能 的 ， 
二 、 算 法 比较 
对 任何 一 个 可 解 的 问题 部 存 在 无 数 解 此 问题 的 算法 。 我 
们 和 震 翌 才能 判定 脚 一 个 是 最 好 的 算法 呢 ? FT LAP RT HEN EE Be 
它们 的 方式 。 RNMBITAHER: 时间 和 空间 。 如 果 我 
们 在 一 侣 计算 机 上 同时 运行 丙种 算法 ， 胃 较 少 时 间 的 那个 科 
AREY CSR. BOTTI SSE EA PRE. TA 
的 是 ， 为 进行 这 种 公平 的 检验 ， 我 们 必须 保持 一 些 恒 定 的 条 
件 ， 如 必须 用 相同 的 程序 语言 编 颂 这 两 种 算法 ， 必 须 用 相同 
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8597 Fr Sa dil] Ar a BAS P ET, 并 在 同 各 机 器 上 ， 在 同一 种 

操作 系统 条 件 下 运行 这 两 个 程序 ， 且 在 运行 过 程 中 两 个 程序 

不 产 虚 任何 冲突 。 事 实 上 ,即使 我 们 满足 了 所 有 这 些 条 件 , 仍 

然 会 怀 恼 地 发 现在 条 件 C 下 算法 4 较 快 ， 而 在 条 件 忆 下 算法 
Baste, 

Wy ike fa A Bh AREA OL. RIAA EAE 
foo. eu 是 问题 规模 的 基 神 度量 ， 运 行 时 间 是 1 的 一 个 
Ai. 例如 ， 在 Hanoi 塔 问题 中 ，a RAM Ear. Up n 

数 的 运行 时 间 ， 我 们 不 加 以 区 分 。 为 此 目的 ， 我 们 把 两 个 


-— Be f CO gO) AFA E X. A: ORMEA MIN E 
EBTIEN AX Ci 和 Cs， 使 得 对 所 有 的 na 之 N 有 


Cle) | <|f@) | <C.\9@ |. 

我 们 把 这 个 关系 记 为 f(n) = 909 (009 RE FD it yg Q0, 
如 人 梨 两 个 算法 的 运行 时 间 有 相同 的 阶 ， 我 们 就 认为 这 两 个 算 
注 所 入 时 间 相同 。 特 别 地 ， 我 们 不 再 区 分 那些 运行 时 间 具 有 
Ta BRS RARE 

ind 3 TR BRE AAD PR BTN IST, 
HL, REBRE A ea, BOY Ama CEU 
充分 大 和 的 回 题 算法 A 比 算法 BETTER. 5—2/W. MAR 
大和 A 和 8B 有 相同 的 时 间 阶 ， 那 么 我 们 不 再 探讨 在 给 定 的 实际 
条 件 下 ， 哪 一 个 算 渤 运行 的 更 抉 旦 ， 

一 个 算法 所 占用 的 空间 就 是 这 个 算法 为 存储 和 操作 数据 
所 用 的 毕 特 oit, I — E fice, bit = 1og,20 4- St. RITA 为 这 

个 空间 旦 问题 爆 模 n 的 一 个 增 困 多。 疯 定 占 月 空间 时 覆 去 说 
及 寅 法 所 用 的 毕 特 数 ， 因 为 说 明 部 分 有 一 个 与 问题 规模 不 可 
于 的 大 小 固定 的 毕 特 占 用 曼 ， 由 于 选择 了 毕 特 作为 度量 空间 
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的 单位 ， 我 们 可 以 比 计 算 时 间 更 精确 地 来 计算 空间 。 人 们 能 
够 将 一 个 占用 3n 毕 特 的 算法 与 一 个 占用 2a 毕 特 的 算法 加 以 
区 别 ， 但 对 一 个 占用 3n + 7 毕 特 的 算法 与 一 个 占用 3n + 1 毕 特 
的 算法 就 不 再 加 以 区 别 ， 因 为 我 们 可 以 把 常数 量 的 毕 特 训 在 
算法 本 身 之 内 。 

因此 ， 如 果 我 们 能 证 明 某 算法 县 有 最 小 的 时 间 阶 和 占用 
最 少 的 空间 ( 顶 多 相差 一 个 常数 ) ,那么 就 可 以 说 我 们 有 了 解 
决 那个 问题 的 最 好 算法 。 

但 这 种 最 好 的 算法 是 否 一 定 存在 ， 我 们 并 不 清楚 。 对 蘑 
些 问 题 米 说 ， 对 时 间 、 空 间 的 要 求 不 能 两 爹 其 美 ， 一 -个 较 快 
的 算法 需要 较 多 的 空间 。 在 Hanoi 塔 问题 中 不 存在 这 种 情 
况 ， 我 们 将 在 最 后 给 出 一 个 同时 达到 最 小 时 间 和 最 小 空间 的 
算法 。 

三 、 一 个 递归 算法 

从 某 个 算法 开始 ， 人 们 不 断 设 法 加 以 改进 ， 以 求 达 到 最 
好 的 算 靶 。 人 们 常用 某 些 策略 来 形成 一 个 算法 。 一 个 经 常用 
的 策略 是 观察 这 个 问题 并 且 看 看 它 的 解 是 否 能 化 成 一 些 同样 
的 但 规模 较 小 的 问题 。 这 种 策略 通常 称 之 谓 “ 分 而 治之 ”。 
如 果 一 个 问题 可 以 被 分 而 治之 ， 那 么 就 可 以 构造 一 个 递归 算 
法 来 解 它 。 这 种 构造 法 几乎 同时 给 出 了 一 个 算法 正确 性 的 归 
纳 证 明 。 一 个 分 而 治之 算法 的 时 间 和 空间 分 析 通 常 是 简单 明 
了 的 ， 因 为 算法 直接 给 出 了 时 间 和 空间 占用 量 的 差分 方程 。 

虽然 这 些 分 而 治之 的 算法 具有 很 多 好 的 性 质 ， 但 是 它们 
可 能 达 不 到 最 小 的 时 - 空 占用 量 ， 然 而 可 以 将 它们 作 为 构造 
更 有 效 算法 的 一 个 起 点 。 
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观察 Hanoi 塔 问题 ， 我 们 发 现 解决 的 关键 是 : BARK 
的 网 盘 前 需要 先 把 所 有 其 他 的 圆 盘 移出 趟 。 因 此 这 a - 1 个 较 
小 的 圆 盘 应 该 已 移 到 B 塔 上 ， 但 这 人 恰恰 是 具有 较 少 圆 盘 的 另 
一 个 Hanoi 塔 问 题 。 当 最 大 的 圆 ZEB] AE Be BICH Ja, ix 
n 一 1 个 较 小 的 圆 盘 就 可 以 从 B 塔 移 到 C 塔 ， 而 这 又 是 一 个 较 
小 的 Hanoi 塔 问 题 。 这 些 发 现 导 出 了 下 面 的 递归 算法 上 。 

PROCEDURE HANOICA,B,C,n) 
IF n=] THEN 4% AFA Tyn ty R EE oy Bl C X E 
ELSE HANOI(A,C,B,n— 1) 
将 A 塔 顶端 的 圆 担 移动 到 C 塔 上 
HANOICB,A,C,n— 15, 

XX eo PR AE SHS? 我 们 将 证 明 这 个 算法 县 有 最 小 的 时 
间 复 杂 谋 ， 但 不 具有 最 小 的 空间 复杂 度 。 首 先 ， 我 们 证 明 庐 
算法 正确 地 解决 了 Hanoi 塔 问题 。 这 是 在 前 言 中 提 到 的 算法 
27 Srity PES 

命题 1 递归 算法 HANOI 正确 地 解决 了 河内 塔 问 题 。 

WAR ER RIE MAH RATA RANE 
动 序列 。 当 不 只 一 个 圆 盘 上 时， 该 算法 把 n -1 个 圆 盘 移 到 B 
丛 ， 然 后 将 最 大 的 圆 央 移 到 C 塔 ， 再 把 这 na- 14 [02A BE 
FEB CH 上。 这 恰好 是 我 们 所 需要 的 最 少 移动 算法 ， 因 为 
RESI, RE Emn- 工 个 圆 盘 都 移 到 单独 一 个 塔 上 时 ， 
ECA WIAA Hee oh. Alt, xn- 1 个 盘 必 须 从 A 塔 移 到 另 
TE LAT 显然 ， 将 最 大 的 圆 盘 从 A 塔 移 到 C 塔 ， 至 少 需 
BHR. SEKI R CRI. Hawn - I BE 


一 mi rn m 


O EPR WM 1 指证 明 中 ， 对 这 算法 作出 了 清楚 的 说 明 。 一 一 译注 
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B 塔 上 的 贺 盘 还 需 移 到 C 塔 上 去 。 根 据 归 纳 假 设 ， 这 na- 1 个 
贺 盘 按 最 少 移 动 序列 移动 ， 从 而 对 a 个 罗盘 的 这 个 算法 不 会 
BARR BORA Ba, FFAS A SABA A 
塔 移 到 C 塔 后 结束 。 证 毕 。 

值得 注意 的 是 ， 对 此 问题 我 们 不 仅 给 出 了 可 证 明 其 正确 
性 的 算法 ， 同 时 还 证 明了 最 少 移动 序列 是 唯一 的 。 这 种 唯一 
性 使 正确 性 的 证 明 变 得 容易 了 。 如 果 可 能 存在 几 种 最 少 移动 
FEI, ABA WEAR FE at RI. 

我 们 希望 计算 HANOI 程序 的 运行 时 间 ， 但 是 尚 不 知道 
各 种 操作 需要 多 长 时 间 。 移动 一 个 圆 盘 费 时 多 少 ? 从 nn 减 去 
1 费时 多 少 ? 检验 n 是 否 竺 于 1 又 费时 多 少 ? 执行 一 次 过 程 
调用 震 要 多 少时 间 ? 因为 我 们 只 需要 计算 出 运行 时 间 的 阶 
将， 所 以 不 必 对 此 类 问题 作出 精确 的 回答 。 但 是 我 们 必须 将 
A Fe IK BTE n 而 只 需 常 量 时 间 的 操作 和 那些 运行 时 间 依 怠 
Ton 的 损 作 区 分 开光。 

一 种 可 能 是 假设 每 种 操作 都 取 不 依赖 于 1 的 常量 时 间 ， 
AHUCG 1j]) 称 这 种 假设 为 统一 费用 准则 。 按 这 种 统一 费用 设 
想 ， 令 1 (0) 是 an 个 圆 盘 的 运行 时 间 ， 我 们 得 到 效 分 方程 


T(n)=2T(a-D+C, 
"KRAZRUATHa-1 TB FA he, ACH & KH 


BER ISTH AZ. TOD 是 对 一 个 圆 盘 执行 算法 所 
害 要 有 的 运行 时 间 ， 用 直接 代入 ， 可 以 得 到 


TQ) =(TQ) +C)2 一 C。 
因为 | 
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CD 2n, 


P«ra(- t 


因而 
T (n) = 6(2"), 

力 一 种 可 能 是 假设 某 些 操作 的 运行 时 间 是 1 Be. TA 
AE, dE IH a 的 什么 图 数 呢 ? 算法 中 出 现 的 每 一 个 
数字 都 在 1 和 na 之 间 ， 圆 盘 也 可 以 用 1 到 na 的 数字 来 表示 。 
而 这 样 的 数字 可 以 用 大 约 logi 个 毕 特 天 之 ， 因 而 SRBNA 
为 处 理 数字 或 圆 盘 的 每 次 操作 其 运行 时 间 是 log n 的 一 个 78 
BU. AHU 1 ]) 将 此 称 为 对 数 费用 准则 ， 并 建议 在 一 个 算 
法 所 使 用 的 数字 没有 明确 的 界限 时 使 用 它 。 按 对 数 费 用 准 
则 ， 我 们 得 到 算法 运行 时 间 的 差分 方程 

T(n)=2T7T(n-1)+C log n, 

通过 代入 可 以 验证 这 个 差分 方程 的 解 是 


T) = =n; TED. «c St. 
i-1 


THEE Be Fl BUE eT LAE HAZE iX e rp fg Xf eM AS, EL RT 
EME EM ak FEN S S RITA 
T( =9(2"), 
因为 两 种 费用 准则 都 给 出 了 相同 的 运行 时 间 ， 我 们 得 到 
命题 2 ”算法 HANOI 的 运行 时 间 为 0(Q». 

”尽管 我 们 已 经 确定 了 解 Hanoi 塔 问题 的 一 个 特定 算法 的 
运行 时 间 ， 但 是 我 们 尚未 确定 问题 的 时 间 复 杂 度 、 我 们 需要 
确定 一 个 下 务 ， 使 得 解 此 问题 的 每 一 个 算法 的 运行 时 间 都 必 
须 大 于 残 等 于 这 个 下 务 。 通 过 下 面 命题 3 的 证 明 ， 我 们 确认 
6(2") 为 问题 的 下 界 。 
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命题 3 Hanoi 塔 问题 的 有 时间 复 杂 BEA 02"). 

LERA ”由 命题 1 的 证 明 可 以 直接 导出 解 Hanoi Frhr 
需要 的 最 少 移动 次 数 为 2 -1]。 因 为 每 次 移动 至 少 需要 常量 
ka, Pl rin FRAIL ua Fr] EIRBEH TH 

i iae fal SS Ae BEA ER AmA 2. 因为 上 、 下 界 
的 阶 数 相等 ， 因 此 我 们 把 02970 定 为 该 问题 的 时 间 复 杂 度 。 
HE FE. 

现在 我 们 已 经 知道 了 算法 HANOI 的 时 间 复 杂 度 ， 我 们 
将 转 而 考虑 其 空间 复杂 度 。 首 先 ， 我 们 将 根据 时 间 下 界 确定 
aUH-—4 RH. 


AREA WR Hanoi 塔 问题 的 任何 算法 都 至 少 需 用 (n+ 党 


TO DB Eg. 

i NAEH, SEIAJAZISQUGE "IDEA. 
Wh ERU SP 2" BHAN PIR AS. Aud SEXE AYiXSEHAGE, A 
ARIA nts pak SRY Za, PRE At eB 
BRB ME i, AEDE RR PPE BR. 

— ^r EU hr BEC Sp RAS Be SES PE oH ER A 

EXER ER 天 为 算法 有 一 个 国定 的 有 限 规 模 ， 它 只 

及 五 估 数 个 不 同 的 内 部 状态 ， 而 存储 状态 数 是 2 BY FE iB EB 
XR. 因而 C251 8 2, M fe Boon — log C=n+ 
Wi, WEE. 

AIS PEAR AM 23 el Se RE, ELLER IE E- 
下 所 语 用 的 数据 各 tn. 丙种 可 能 使 用 的 数据 结构 是 数组 和 场 
栈 。 数 组 是 以 一 串 连 续 整 数 为 索引 的 地 址 集合 ， 使 得 在 数组 
nix ut EB SB Dom GC BERE DE RE 
案 5| 整 数 来 加 以 引用 。 例 如 在 数组 ARRAY 中 ， 位 置 1 上 的 信 
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息 可 以 通过 ARRAYII] 来 引 有 用。 堆栈 是 一 个 线性 次 序 的 位 置 
集合 ， 在 堆栈 中 ， 信 息 的 插入 或 删除 只 能 在 其 顶端 进行 。 

每 个 塔 都 可 以 用 一 个 具有 个 地 址 的 数组 来 表示 ， 上 且 每 
个 地 址 最 多 需要 logn 个 毕 特 。 因 此 一 个 数组 数据 结构 有 
0(nlog n) 个 毕 特 就 是 够 了 。 男 外 ， 每 个 塔 也 可 以 用 一 个 峻 
栈 来 表示 。 栈 中 的 每 个 地 址 将 需要 log n 个 毕 特 。 因 此 ， 这 也 
是 一 个 有 9 (nlog na》 毕 特 数 的 数据 结构 。 事 实 上 上， 我们 还 可 
了 以太 省 一 点 。 因 为 只 需要 表示 na 个 圆 盘 ， 因 而 堆栈 结构 仅 需 
Bn 人 小 地 址 ， 相 比 之 下 ， 数 组 结构 就 需要 3n 个 地 址 。 必 一 种 
可 能 的 数据 结构 是 一 个 数组 ， 其 第 工 个 元 素 记 录 第 i 个 A 
所 在 的 塔 名 。 这 种 结构 仅仅 需要 0 (n) 毕 特 数 ,还 存在 为 一 
种 可 能 性 ， 即 不 去 标记 塔 名 ， 仅 按 从 _ 到 _ 的 形式 输出 所 作 
的 移动 ， 那 我 们 对 塔 就 可 以 不 用 费 任 何 存储 空间 了 。 

递归 算法 仍然 需要 空间 来 当 作 其 递 妇 栈 。 当 一 个 递归 算 
法 调用 本 号 时 ， 新 的 一 轮 调用 的 参数 将 取代 上 一 轮 参 数 的 位 
秆 ， 而 上 一 轮 所 用 参数 就 需要 先 放 到 一 个 栈 上 ， 当 新 一 轮 调 
用 完成 后 ， 这 些 参 数 可 以 再 从 栈 被 再 次 调用 。 返 回 地 址 当然 
出 要 放 入 堆栈 中 。 对 一 次 单独 调用 来 说 ， 称 所 有 这 些 信 息 
一 一 参数 和 返回 地 址 一 一 为 栈 的 一 层 结 构 。 在 任何 一 个 时 刻 
REA 层 结构 是 有 效 的 ， 且 每 层 结构 用 常数 个 毕 特 标记 塔 
名 ， 用 loga 个 毕 特 标记 圆 盘 数 。 因 此 不 管 塔 名 是 否 实际 上 被 
显示 ， 一 个 递归 算法 将 用 9 (nlog n) 毕 特 。 我 们 将 上述 内 容 
归结 为 下 面 的 命题 。 

命题 5 ”递归 算法 HANOI 正 确 地 解 了 Hanoi 塔 问题 ， 并 用 
了 0(2》 有 时 间 和 O(nlogn) Zi]. 

递归 算法 所 占用 的 空间 大 于 最 小 空间 。 我 们 面临 几 种 可 
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He TE: 
D 最 小 宝 间 仅仅 是 一 个 不 能 为 任何 算法 所 达到 的 下 
^. 


(2) hR IA] ARE A T EB E REA NIE IR] BS SITAS BITS SI. 
(3) 茶 些 算法 能 同时 达到 最 小 时 间 和 最 小 空间 。 通 过 改 
进 一 系列 的 迭代 算法 ， 我 们 将 得 到 一 个 使 用 最 小 时 间 和 最 小 
空间 的 算法 。 
wm. KEARSE 
为 了 得 到 一 个 较 好 的 算法 ， 首 先 我 们 将 考虑 这 样 一 个 适 
代 算 法 ， 它 模拟 了 pn>2 时 的 递归 算法 。 该 算 法 与 [7] 中 给 出 
的 一 个 算法 类 似 ， 但 是 我 们 采用 了 一 种 明确 追踪 栈 计数 器 的 
办 法 ， 这 将 有 助 于 我 们 找 一 个 使 用 更 少 空间 的 算法 ， 
PROCEDURE RECURSIVE SIM(A,B,C,n) 
]—1 | 
L1 1]—4A; L2|[1]-—C; Ł3L1]:=B 
NUM[1]:-n-1; PAR[1]=1; PAR[0]:=1 
WHILE I >i DO 


IF NUM[(I]»! 
THEN LI[I+1]=LIfT] 


L2LI + 1 :—L3LI] 

L3LI + LTI-L2LT] 

NUMLI * 1 :-NUML[IJ - I 
PARLI+1]=] 

[一 [十 
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ELSE ALLI[UISULSCUIfE 
WHILE PAR[I]-2 DO 
T:=I- 

IF 1>1 THEN 从 L1[ 了 到 L2[ 了 移动 
PARLI |=2 
TEMP:=LI[I] 
L1[IL-—L3[T] 

SCT -L2LT] 

L2[I]:=TEMP 

BE Ae te fe te = AS BAA LI L2, L3 中 ;在 一 次 递归 调用 中 
Fa i ERA NUM H; PAR fib Box di A 
用 的 第 一 次 还 是 第 二 次 调用 。 

RECURSIVE SIM #4% TIAM HANOI(A,C,B,a-1) 的 
ABR. MRR EARN, KERNE 
Ie TM 1 到 na- 2 个 圆 盐 调用 的 各 项 参数 ， 每 次 这 种 调用 部 
PAR =2。 这 些 数 组 中 仍然 存放 T PAR=1 ff CA,C,.B, 
-D THAW Sige. ALTE WHILE PAR = 20g EIR 
RGR. (RRS SA eer gin] CA.C,B,n— D AH. 
Why, Alai=i, FRAGA, WU SALILLE LIND 
动 ” 完 成 了 HANO0I 递 妇 算 法 中 的 “从 A 到 C Peay”. SEE 
的 赋值 阁 句 形成 了 PAR =2h9 (D,A,C,n- D 调用。 因此 ， 
当 这 次 调用 中 的 移动 完成 时 ， 数 组 中 的 所 有 调用 都 有 PAR = 
>, BAET WHILE 将 如 工 为 零 ， 使 所 有 这 些 调 用 局 可 ， 
时 时 ， 下 条 件 不 满足 ， 夏 不 执行 任何 损 作 ， JEEP WHILE 
条 件 也 不 满足 ， 因 此 和 曝 和 法 终止 ， 

47286 RECURSIVE SIM 算 法 在 90(25 时 间 和 8(niog n) 
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25 AAE Wg a AE T Hanoi Bs ja] aa, 

证 明 ” 因 为 该 算法 是 已 经 证 明了 其 正确 性 的 递归 算法 的 
人 异 拟 ， 困 此 其 正确 性 显而易见 。 主 要 是 数组 占用 空间 。 因为 
每 次 [增值 ， 而 相应 的 NUMIRII, fBNUMCIH&R ZU 
I ， 尖 此 在 任何 时 候 数 组 中 最 多 有 ni 个 位 置 被 占用 。 四 个 
数组 L1,L2,L3 和 PAR 的 每 个 元 素 仅 占用 常数 量 的 空间 ， 但 
NUM 必须 能 存储 na - 1 这 么 大 的 数 ， 闪 此 它 的 每 个 元 素 要 占 
用 bg(lioga) 毕 特 。 于 是 ， 这 些 数组 共 占 用 9(nlog n) 毕 特 。 

现在 我 们 来 论证 时 间 的 占用 。 大 多 数 操 作 涉 及 的 是 常数 
量 大 小 的 计算 数 ， 因 此 这 些 操作 将 取 常 数 时 间 。 只 有 增值 ， 
淀 值 ， 峨 值 和 比较 数字 的 操作 除外 ， 它 们 所 涉及 的 计算 数 可 
以 有 8 (log n) 和 毕 特 。 时 间 的 差分 方程 是 

Ta) -2Tn-1 +Clogn, 

其 中 Tln) 是 解 一 个 说 2 个 圆 盘 的 Hanoi 培 问题 所 需 有 时间 ， 
Clog n 是 操作 具有 0dog x0 些 特 的 计算 数 所 费时 间 。 与 命题 ] 
的 证 明 类 似 ， 我 们 有 工 (n) 200». BER. 

请 注意 这 个 算法 并 没有 对 递归 算法 作 任 何 改 进 ， 但 通过 
对 这 种 形式 的 研究 ， 导 致 我 们 得 到 一 个 节省 空间 的 办 法 。 存 
M ELA NUM SIE F 0Qlog 2) 空间 的 占用 。 如 果 我 们 不 需要 
存储 NUM， 算 法 可 以 仅 需 6m〉 空间。 我 们 需要 记录 NUM 
吗 ? NUM 被 用 作 控 制 变量 ， 因 此 看 起 来 它 是 必要 的 。 但 是 ， 
如 末 注 意 到 NUML1] +1, 我 们 得 到 nr， 当 NUMLI + 1 确定 后 ， 
它 一 定 等 于 NUM[Ij ~1， 但 此 时 

NUMLI+1]+I+1=NUM[I]-1+I1+1 
= NUMII]J+I=n, 

因而 我 们 所 需要 的 有 关 NUM 的 信息 被 存储 在 I 和 na 中 。 那 么 ， 
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如 果 我 们 用 测试 T=n - 1 KREMÄNUMI SL Fee a 
以 避免 存储 NUM, 并 将 空间 复杂 讼 从 9 (nlog n) 改进 到 9 Cn) 。 
这 种 改变 没有 增加 算法 中 任何 一 步 的 时 间 复 沪 度 ， 因 此 其 时 
间 复 杂 度 仍 保 持 为 0(2?) ， 
新 的 程序 是 
PROCEDURE NEW SIM (A,B,C,2) 
r=] 
L1|[1]:—A; L2[1]:=C; L3L1]:=B 
PAR[i}:=1; PAR[LOJ=1 
WHILE I >1 DO 
IF I#n-1 
THEN LICI +1]:=L1[I] 
L2[1- H]1--L3LCI] 
L3[I*- 11:=L2[I] 
PARI +1}:=] 
=] +1 
ELSE/JAL1[I $üL3[]1 移动 
WHILE PAR I]=2 DO 
L—I-1 
IF 1 > 1 THENALILDEIL2L.I JJ 
PAR Il=2 
TEMP:=L1[T] 
LI’T:=L3[1] 
L3[1]:=1L2[1] 
1L2|1]:=TEMP 
从 上 面 的 观察 ， 我 们 有 
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命题 7 NEW SIM 算法 在 0(22) 时 间 和 0C) 空间 内 正 
Wa hi Ae Y Hanoi lS lay aa. 

尽管 已 经 达到 6C) MARSA, RATE AE ie 
降低 它 而 达到 (n+ 常数) 毕 特 。 我 们 发 现 算 法 扫描 PAR dX 
到 第 一 个 不 等 于 2 的 元 素 ， 然 后 将 此 元 素 轩 为 2 并 将 此 元 素 
HINT Ay 2 的 元 素 置 为 1 。 这 与 我 们 熟悉 的 加 1 到 一 个 二 
进 制 数 上 的 操作 极为 相似 ， 发 现 的 第 一 个 零 位 ， 我 们 用 工 来 
代 之 ， 并 将 其 前 面 所 有 的 1 工 位 换 为 零 。 因 此 ， 看 起 来 我 们 能 
够 用 一 个 向 单 的 计数 壳 来 代 杰 数组 PAR。 益 然 计数 性 中 的 毕 
符 数 依赖 于 n，。 | 

Tb, MASE ATA. BEAT Bet Se 
E EG TH Ee PAT A SS ER AEE? 一 个 肯定 的 
问答 将 使 我 们 得 到 一 个 最 小 空间 的 算法 。 为 了 启发 我 们 设计 
这 个 最 小 空间 的 算法 ， 我 们 将 检查 解 5 个 圆 盘 的 Hanoi ln] 
题 所 贿 要 的 31 次 移动 序列 。 该 序列 在 表 工 中 列 出 。 

在 问题 的 解 中 ， 每 隔 一 次 都 要 移动 盘 1 ， 所 以 如 果 我 们 
Alia CUBS katt 1 ， 就 知道 了 从 哪个 塔 作 移动 ， 但 还 不 
ATDE SES BUR ES ER. RHA ERE A ER HE 成 一 个 加 
E. AAG 1 TARA, FP BS AGE 的 Hanoi 塔 问 题 ， 租 1 总 
NETTE. Ki, Re DUX, AL 总 
RETTEN. AE IER SAE I 的 塔 , MARE n 
Fes HY RE RI, BCA TAB RE FO FECE fug fe ap. 

对 于 邢 旦 不 涉及 圆 盘 1 的 移动 ， 我 们 知道 移动 只 在 不 含 
趟 1 的 那 两 个 典 上 进行 。 再 看 表 1 ， 我 们 看 到 标号 为 奇数 的 
村 总 与 盘 1 的 移动 方向 一 致 、 而 标号 为 偶数 的 muc 
反 。 所 以 知 遵 了 所 涉及 的 塔 名 和 将 要 移动 的 贺 盘 的 标号 奇偶 
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1 AP Bes Hanoi a BAe 


Bt 0 Em 1 iE 2 AE AE 计数 器 


13 
FF 
= 
ed 


12345 - - 0 00000 1 0 2 
2345 1 1 00001 2 0 1 
345 2 1 2 00010 1 2 1 
345 12 - 3 00011 3 0 2 
45 12 3 4 00100 1 1 0 
145 2 3 5 00101 2 1 2 
145 ~ 23 6 00110 1 0 2 
45 - 123 7 00111 4 0 1 
5 4 123 8 01000 1 2 1 
5 14 23 9 61001 2 2 Q 
25 14 3 10 01010 1 1 0 
125 4 3 11 01011 3 2 1 
125 34 - 12 01100 1 0 2 
25 34 1 13 01101 2 0 1 
5 234 1 14 01110 1 2 i 
5 1234 - 18 01111 5 0 2 

- 1234 5 16 10000 1 1 0 

1 234 5 17 10001 2 1 2 

1 34 25 18 10010 1 0 2 

- 34 125 19 10011 3 i 0 

3 å 125 20 10109 } 2 l 

3 l4 25 21 10101 2 2 0 
23 14 5 22 10110 i i- 9 
123 4 5 23 10113 4 1 ? 
123 - 45 24 11000 1 0 2 
23 - 145 25 11001 2 0 1 
3 2 145 25 11010 l 2 N 

3 12 45 27 11011 3 0 2 

- 12 345 28 11100 1 i T 

1 2 345 29 11101 2 1 2 

1 ~ 2345 30 11116 1 0 2 


- 12345 əl 11111 


Ten GERD REESUEE um 


性 ， 我 们 就 可 以 决定 要 做 怎样 的 一 次 移动， 
从 计数 器 中 我 们 能 确定 将 要 移动 的 圆 盘 号 是 奇 的 还 是 偶 

的 吗 ? 让 我 们 看 看 表 1 中 “计数 器 ” 列 的 内 容 ， 其 最 右 堆 的 

位 置 告 诉 了 我 们 将 要 移动 的 盘 号 。 于 是 ， 一 个 有 aa 个 毕 特 的 
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HR&H T# Hanoi MOA eT. 
RIVA bese UN PS, 
PROCEDURE TOWERS (n) 
T:—0 ("ER GB PEG God 3) HER) 
, COUNT: =0 (C*COUNT GR R) ERES 
-| ] gna (Bax 
o l-i 如 果 n 是 奇数 
WHILE TRUE DO 
从 T 到 T + PIRE 
T:=T+P 
COUNT:=COUNT + 1 
IF COUNT=ALL 1’s THEN RETURN 
IF COUNT 中 最 右 堆 是 在 偶 的 位 置 
THEN 从 T- 了 到 T+P 移 动 圆 盘 
ELSE 从 T+P 到 T-P 移 动 圆 盘 
COUNT:=COUNT +1 
ENDWHILE 


n 22 4 
COUNT l^ 0 0 | 


Ez ir (COUNT) BAW ia RA. 

ER: COUNT RAH SES. WERA TZ BY HE 
PA HL, AaB he BAKA ATL. Sf. 
JA ans 


附注 我 们 还 可 以 通过 去 兵 第 一 个 COUNT:=COUNT +1 
J 并 删除 COUNT 的 最 右 位 毕 特 来 进一步 改进 这 个 算法 ， 
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这 将 需要 改变 COUNT 中 上 毕 特 的 编号 ， 使 得 它 最 右 位 毕 特 是 
EEE, T.R RR (8D 最 近 发 表 了 一 个 与 TOWRERS 程 
序 相似 的 算法 。 

我 们 必须 证 明 TOWERS 算 法 正确 地 解 了 Hanoi 塔 问 题 ， 
证 骨 是 这 样 实现 的 , 当 COUNT 存 放 了 一 个 形 如 2* -1 的 数 
时 ， 我 们 证 明 一 串 确 定 的 移动 序列 已 经 完成 ， 使 得 当 上 =a 
IP. X HANOI, B,C) 的 移动 序列 完成 并 有 程序 终止， 
因为 此 时 COUNT 中 每 一 位 均 为 1。 

命题 8 "COUNT = 2* -1 时 , 即 COUNT = 00…01…] | 
中 有 k 个 1, BA 

Zu 3ek2=en (mod 2)，HANOI(A,C,B,k) 的 正确 移动 已 经 
完成 ， 且 T 的 内 容 是 1 (ULCB); 

Ani- k=n(mod 2) ，HANOI(A ,B,C,k) 的 正确 移动 已 经 
完成 ， 且 了 的 内 容 是 2 (RKO. 

WEAR Ok =1， 只 完成 一 次 T 到 T +P 的 移动 ， 也 就 是 当 
n 为 村 数 时 ， 这 是 A 到 C 的 移动 ， 当 n 为 偶数 时 ， 则 为 A 到 B，; 
且 T 的 内 容 是 T+P， 即 当 n 为 奇数 时 ，T +P 是 2， 当 n 为 偶数 
是 了 +P 为 !。 这 正 符合 我 们 的 论断 。 

注意 ， 坚 接 在 IF…RETURN 语句 之 前 ，COUNT 只 能 取 
值 2* — 1， 假设 对 和 ANOI(A ,B,C,k) 或 HANOI(A,C,B,k) 
的 移动 已 经 完成 ， 若 k 蔷 n (mod 2), ， 根 据 假 设 现在 工 的 内 容 
是 1 ， 因 此 将 是 A 到 C 的 移动 ， 如 果 k 是 奇数 ， 该 次 移动 是 
HT- 了 到 T+P， 即 从 1- (GO 到 ] +1， 表 示 由 A 到 C， Ei 
偶数 ， 移 动 是 由 T+P 到 T- 了， 即 从 1+(-1) Bll-(-)D, 
ZRH ASIC. #rk=n(mod 2)， 下 一 次 移动 将 是 A 到 B, 因为 
根据 假设 现在 T 的 内 容 是 2; 车 k 为 奇 的 ， 读 次 移动 为 TP 到 
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T+P, Bl2-(-1) 到 2+(-1)， 表 示 A 到 B 的 移动 : BkA 
偶 的 ， 那 么 移动 为 T+P 到 T-P， 即 ?+1 到 2-1， 表 示 由 人 A 
到 B 的 移动 。 m 

紧 接 在 下 面 的 COUNT 将 增 至 | 0-010 *- 0 | MR 
BBS k 个 零 。 当 COUNT=2xk+1-1 时 ， 算 法 将 重复 旭 前 的 
一 中 移动 ， 这 是 因为 它 只 “看 ”COUNT 中 最 右 位 所 含 信息 ， 
存在 的 差别 在 于 T 在 开始 时 有 不 同 的 值 。T 的 不 同 的 起 始 值 
将 5 起 标号 的 循环 排 烈 ， 如 Ht ks5n(mod 2) ， 那 么 所 完成 的 
移动 将 是 


HANOI(A,C,B,k) 
A 到 C 
HANOI(B,A,C,k), 
XX FR T k+l=n (mod 2) fy HANOI (A,B,C,k - D,3EH. 
T 的 内 容 将 是 2 ( 即 1+1) . 4p keen (mod 2) . PAG 


成 的 移动 将 是 
HANOI(A,B,C,k) 


A fij B 
HANOI(C,A,B,k), 


KT Tk +1560 (mod 2) HANOI(A,C,Bk +1, Jt HT 
的 内 容 将 是 1( 即 2+2)。 证 毕 。 
“A 9 TOWERS 算法 占用 了 9(2") 时 间 和 (n+ 常量 ) 
te pem [RI 

证 明 ~~ 对 于 占用 空间 ， 在 COUNT 中 有 na 个 毕 特 ， 而 了 
和 了 只 占用 常量 毕 特 . 

对 于 时 间 ， 初 始 部 分 花费 4() 且 WHILE 循环 被 选 代 
了 2 - 工 次 ， 若 每 次 选 代 花 费 常量 时 间 ， 我 们 将 90». 
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HEERES UBURDE [TR E TE YO CO IF fal, 
这 导致 时 间 为 0(n2")。 因 此 我 们 必须 要 进一步 证 明 它 仅 占 
用 6(22) 时 间 。 

如 果 COUNT 中 的 值 是 偶 的 ， 那 么 增值 和 测试 仪 只 需要 
观 系 一 位 毕 特 。 奉 COUNT 中 的 值 是 奇 的 , 且 (COUNT - D /2 
是 偶 的 ， 那 么 算 法 仅 需 观察 二 个 毕 特 。 事 实 上 ， 算 法 在 


2^- 种 情况 中 将 观 终 COUNT fy k fired. RA Sk otl 
k=1 


介 ， 所 以 占用 的 时 间 将 是 0 Doket )=0(2")。 证 毕 ， 
k-1 

我 们 将 这 些 结果 概括 为 下 述 定理 。 

定理 JOE nm Hanoi 塔 问题 的 任何 一 个 算法 至 
少 需 占 用 9(2”) 有 时 间 和 (n+ 常量 ) 毕 特 的 存储 量 。 算 法 
TOWERS 解 了 这 个 问题 并 且 同 时 达到 了 最 少时 间 和 空间 。 

A. ma 

得 到 最 好 算法 的 目的 已 经 达到 了 ， 为 了 达到 这 个 目标 ， 
我 们 先 以 “分 而 治之 ”的 方式 入 手 分 析 这 个 问题 ， 并 且 从 此 
分 析 中 得 出 一 个 能 够 证 明 其 正确 性 的 递归 算法 。 共 次 ， 我 们 
分 析 了 这 个 递归 算法 所 用 的 时 间 。 因 为 这 个 问题 的 任何 一 个 


解 都 需要 2" - 工 次 移动 ， 因 此 这 个 时 间 是 最 佳 可 行 的 需求 -一 一 


出 时间 的 下 界 ， 我 们 导出 解 此 问题 的 任何 算法 所 需 空间 
的 下 界 为 n 个 毕 特 。 对 递归 算法 的 空间 分 析 指出 其 所 用 空间 
大 于 我 们 的 下 界 ， 且 递归 栈 需要 占用 这 样 大 的 空间 。 
为 了 降低 对 空间 的 需求 ， 我 们 构造 了 一 个 直接 模拟 递归 
算法 的 选 代 算法 ， 因 为 这 是 一 个 直接 的 模拟 ， 它 占用 了 相同 
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数 生 的 空间 ， 但 是 我 们 可 以 研究 被 存储 的 所 有 信息 是 否 是 必 
要 的 ， 并 发 现 了 存储 每 次 递归 调用 的 圆 盘 数 是 不 必要 的 。 这 
导致 产生 了 一 个 新 的 只 占用 0) 空间 的 选 代 算 法 。 

然后 ， 我 们 注意 到 有 一 个 数组 正 充当 着 一 个 计数 器 的 作 
用 ， 但 是 用 一 个 计数 器 来 代 趟 它 并 不 能 减少 空间 占用 量 。 紧 
接着 我 们 又 研究 了 计数 器 中 是 否 有 足够 的 信息 告诉 我 们 移动 
哪个 盘 和 移 到 哪儿 去 。 我 们 发 现 它 可 以 告诉 我 们 要 移动 哪个 
稚 ， 但 移动 到 哪个 塔 上 这 取决 于 圆 盘 总 数 是 奇 的 还 是 偶 的 ， 

涯 增 话 两 个 变量 分 别 用 来 记录 圆 盘 数 的 奇偶 性 及 含有 最 
小 贺 盘 的 塔 名 时 ， 我 们 发 现 已 经 有 了 足够 的 信息 来 解决 这 个 
问题 了 ， 而 且 还 可 以 去 掉 那 些 在 每 一 次 模拟 的 递归 调用 中 记 
XE Ama. 

We, BNEBRAT—-+ HHS MH (n+ 常数 ) 毕 特 
的 算法 ， 这 个 量 等 于 空间 的 下 界 。 然 后 ， 我 们 证 明了 这 个 算 
法 仍然 具有 最 少时 间 阶 ， 所 以 得 到 了 一 个 最 好 的 算法 。 

需要 提请 注意 的 是 ， 还 可 能 存在 其 他 的 一 些 看 起 来 很 不 
相间 的 算法 ， 这 些 算 法 均 在 最 少时 间 和 空间 内 解决 了 此 问 
题 。 本 文 试图 通过 示范 给 出 一 种 人 们 在 推导 一 个 好 的 算法 时 
常用 的 设计 方法 。 我 们 之 所 以 选择 Hanoi 塔 问 题 是 因为 对 此 
问题 可 以 导出 最 好 的 算法 ， 而 对 别 的 问题 这 可 能 是 很 难 的。 
很 可 能 我 们 会 找到 一 个 可 证 明 其 正确 性 的 算法 及 对 此 问题 的 
下 界 ， 租 却 发 现在 算法 的 运行 时 间 和 下 界 之 间 存 在 着 差距 ， 
或 发 现 算法 的 占用 空间 量 和 其 下 界 之 间 存在 差距 。 经 常 出 
现 这 样 的 情况 ， 对 问题 最 关键 一 步 的 认识 ， 如 Hanoi 塔 问题 
中 对 园 盘 按 顺 时 针 或 送 时 针 移 动 的 认识 ， 在 一 个 算 法 给 出 
后 的 许多 年 间 都 可 能 未 被 发 现 。 另 一 方面 ， 一 个 已 给 出 的 
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算法 可 能 是 一 个 最 好 的 算法 ， 但 为 提高 该 问题 的 下 界 仍 需 
有 一 个 深刻 的 认识 Ae 


无 论 如 何 ， BU ANE CBA A ERT RIE AY k 
性 认识 。 


K g J 


为 了 检验 日 已 是 否 真正 掌握 了 这 一 技巧 ， 对 类 似 的 问题 
试看 用 一 用 这 个 技巧 ， 将 是 有 益 的 。 在 此 ， 我 们 给 出 另外 两 
个 解 Hanoi 塔 问题 的 算法 。 如 果 您 决定 试 一 试 的 话 ， 您 的 任 
务 是 证 朋 这 些 算法 确实 解决 了 这 个 问题 ( 即 证 明 其 正确 性 )， 
并 确定 这 些 算法 所 占用 的 时 间 和 空间 ，。 

练习 1 > 

PROCEDURE HANOI ITERATIVE (A,B,C,n) 

IF n mod 2-0 THEN MOVEL[1]:—A TO B 
ELSE MOVE[1)—A TO C 


K:—1 
WHILE n>] DO 
n:=n —];K:—2*K 
IF n mod 2 =0 THEN MOVE -KJ=A ' TO B 
L1:=C;L2:=A ;L3:=B 
ELSE MOVE[K]:=A TO C 
LU-—B;L2:—C;L3:—A 
FOR [=1 TO K-I DO 
CASE MOVELI] OF 
A TO B: MOVE[K +I1J=1n1 TO L2 
A TO C:MOVE[K +1] =L1 TO L3 
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B TO A:MOVELK +i]:=L2 TO L1 
B TO C:MOVE/K +I]:=L2 TO L3 
C TO A:MOVELK * L:—-L3 TO LI 
C TO B:MOVE[K +I]:=L3 TO L2 
提示 :为 证 明 其 正确 性 ， 您 不 妨 这 样 想 ， 引 进 一 个 新 变 
&, HERE WHILE M 环 的 每 一 次 迭代 中 ， 这 个 新 变量 增 
是 (或 者 ， 您 想 减 值 也 行 ) ， 在 每 次 迭代 终结 时 ， 一 个 规模 
ORT Jie UJ Hanoi 次 问题 已 被 解决 。 您 将 需要 给 出 已 
逢 解决 问题 的 那些 髓 名 ， 还 需要 给 出 新 变量 的 值 
对 于 空间 ， 您 应 当知 道 ， 算 法 将 每 一 -次 移动 存储 在 数组 
MOVE H1, 
RSA], dS Dj 3E 79 ESE AY eT BD HR AEM. 
练习 2 ( 见 [ 3 1) ， 
控 顺 上 时针 方 回 将 最 小 圆 盘 移动 到 一 个 塔 上 。 
WHITE 一 个 贺 盘 〈 不 是 最 小 的 》 能够 被 移动 DO 
移动 这 个 圆 盘 
按 顺 时 针 方 向 将 最 小 圆 盘 移动 到 一 个 塔 上 
ENDWHITE 
竺 示 :， 对 正确 性 证 明 您 须 小 心 行事 ， 因 为 此 算法 只 给 出 
JS SHE P OEBE GHH a Hanoi 塔 问 题 的 解 。 您 可 能 会 想 
到 引进 一 个 新 变量 ， 并 证 明 当 完成 -一 定 次 数 的 移动 后 ， 圆 盘 
的 排列 状态 是 一 个 您 给 出 的 新 变 基 的 特定 函数 。 
对 于 时 间 积 空间 ， 上 述 算 法 是 不 完全 的 ， 因 为 它 没 有 指 
定 一 种 数据 结构 用 以 确定 一 个 贺 盘 是 否 能 被 移动 。 您 可 以 考 
虑 对 每 一 个 次 用 一 修整 数 栈 表 示 ， 栈 中 整数 代表 在 这 个 塔 上 
的 圆 盘 。 另 外 ， 您 还 可 以 考虑 用 一 个 数组 DISK 来 表示 这 些 
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信息 ， 使 得 DISKLTIMAAAS IP 最 大 圆 盘 所 在 的 塔 名 。 
您 也 可 能 发 现 这 对 于 证 明 第 i 个 圆 盘 被 移动 了 2"-! 次 是 很 有 


用 的 。 
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(Am, FAAR) 


修改 了 的 适 和 代 及 概率 0 


Lawrence J. Wallen 


MF LARA ALR TOL: SER BRS EM ze 
理 ， 搓 际 上 上 证明， 推广 、 简 化 ， 或 者 “解释 ”了 另 一 截然 不 
同 的 分 文中 的 菜 个 定理 。 这 种 数学 上 的 交叉 当然 是 多 多 益 善 
的 。 概 率 论 与 经 典 分 析 之 闻 的 这 种 交叉 也 是 数不胜数 和 的。 本 
文 又 给 出 了 这 种 交叉 之 一 例 。 

TEXE TAARTETR. PARR RAPHE A. J ER 
代 过 程 则 可 能 上 共有 这 样 的 不 良性 质 ， 要 么 收敛 于 不 动 点 的 速 
度 较 慢 ， 要 么 根本 不 收敛 于 不 动 点 。， 本 文正 是 要 对 具 此 不 良 
性 的 达 代 过 程 加 以 修正 ， 并 用 纯 分 析 的 方法 找 出 不 收敛 的 原 
因 。 我 们 的 修正 实际 上 也 是 机 会 博 奕 近代 中 的 非 最 优化 方 
法 。 由 本 文中 所 给 出 的 关于 点 点 收敛 的 定理 ， 不 难 推 知 分 析 
中 的 应 用 准则 ， 

我 们 先 给 出 分 析 上 的 表述 。 设 G(w) 是 区 间 [0,1] 上 连续 
可 微 的 严格 西 图 数 ,满足 CG(0)>0，CG(GU =1,H 40<w<1 
RT, OSG’ GO) <1。 记 7=0，n =Gn,), Bl 5 9,1. 
Bl na RAF GRAB I. 

这 ws 为 满足 Oscws18) 7]. AA 0s 可 得 序 列 Ena 


— eee — ——— ee 


© Modified iteration and probability, AMM, 92(1985), 481— 
485, 
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5,70, | 
Sny FG Wary) + Gn- Wnri)G’ (041), 
HD Anselm) 在 G 的 过 点 Wai» GWai.)) HORE. H 
G ZAR EM Sn SG ln), ASS RIC E 4 Tb 29 
Wari = En. AGA F& HS GU. Be Damna. BE Bll HE, HX 
Vasen: EEST: 75 SHITE. 
BA, FRAO HARTZSFT ER UE Sn] Ye? 图 
4 PAM, Ww, 必须 趋 于 1。 : 
我 们 对 GO) =1 的 UR. BEHBRT, Ww 
Wns = 1, W n, =n, AHEM En 不 趋 于 1。 由 此 可 见 ， 
RAH w, 趋 于 工 的 速度 不 太 快 时 才 可 REA Sel. KEE 
下 及 定理 的 内 容 
定理 1] Sarl 之 充分 必要 条 件 是 ，wn 习 1 H 


>) (1-G' 0) =, 


HEB] 必要 性 设 1-&,->0, 要 证 上 述 级 数 发 散 ,或 等 价 
地 ， 要 证 TTc (wn) = 0。 由 


Va one =1-G Wan) — (ao ltl 4,1) G! Was) 
-1-[GG«,: +t (17 a.) G Wea) d 
+ (1 — On) G Qo.) 
及 GCG 之 严格 凸 性 知 ， 插 号 中 项 的 最 大 值 不 超过 1 。 因 此 有 


1—-4248.12 (1- £,)G" (War) 
从 而 


n+l 


(1 - on+1) 之 (1 -£o [Ic (W j) , 
j=l 
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tm TTG (Wn) =0. 
充分 性 由 G(w,)>1-¢ Al 
G(w) — wG’ w)>w(1-G’ (w)), 
NGA, EH n>N Hw>1-e FEH NISN ht, 
En = Sn 1G! (Wn) =G(W_) ~ WnG (Wy) 


= (12E) (1-G’ (,)), 
Čai — &,-26 (Wn) (I — £) (1 -G’ (45. 12), 


bk SERCO COP CER bh) à bà EIS $64 FEE COP CEO OOS bày» 958 BEE ELTETT S EE EE E] 


Gy EnG (Wy) = (1— 6) (1- G' (04), 


在 第 二 个 不 等 式 两 边 同 乘 以 G4 wa), BZADA A ia 
HE LA G’ (Wa) G’ (00, 1) ,***, HE 后 — 个 不 等 式 两 Jl [rl HE LA 
G’ (wn)G (04 1) * G^ Wai), SEAM, P322 p LT Ji 
得 


EPRICE ED, E -TIe «p |. 
j=N j=N 


4n-co, tT [G’qw,) =0 lim inf č, >l- e. 


由 此 定理 立 得 下 列 推 论 ， 
Eier I (a) NXü-G'On)) 205, 
(b) #4 0<w<ı HH G’WS<MÄEG’/D=SL NJ 
2, 一 mn) = &, 
证 明 zw, Ala mla; WFD, H 
中 值 定 理 知 1- G" ODMA- md FERC 即 得 。 
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Bi fe RX In] 8i 5; BESTE RE XR EE. BREA 
如 下 ， 预 先 给 定数 列 ww... OKUS. MIO.IIDE 间 中 
随机 抽取 Xi, Xa. 有 具有 连续 分 布 图 数 FO). RY. =X, 
荐 XU Yı=-0, Xw. FAR X. (其 分 布 国 数 仍 为 
F(x)) , BIR Yo Xa, HX:>u, 否则 Ys=Yi。 依 此 重 
复 下 去 。 

严格 地 说 ， 即 {Xn,n 宇 1} 是 相互 独立 同 分 布 的 随机 变量 
列 ， 共 同 分 布 国 数 为 满足 F(0) = 0，F(1) =1 H Æ, UK 
间 上 严格 增加 的 连续 函数 ， 而 随机 变量 列 {Y nnal E X. 
为 Yo =Ù, 

X n+19 Fo Nas Was 
Yas d; Xa Ware 
称 2,0221 为 门限 数列 ， 它 们 是 在 博 变 开始 前 取 定 的 。 

那么， 如 何 取 w, ws, s 才能 BE EQUO RAVECE 为 
数学 期 望 ) ? XX — AR RRR. THEY ai De: 
S 4S Waar, 
EY, Swat 


Yal =] 


EY sal Xa 7 =| 
因 此 ， 
EY aed = L^ ‘EY nati X net -dF(£) 


l 
+| E(Y al Xn 4dF(2) 
Wnt 


T 
-E(Y a) E Wasa) + | EdF (D, 


4 EY a) =Sa KGW) =1 -| FI, MLK 分 部 积分 
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得 

Ins = G (Wa 41) + (En — Ware) G’ (Watr) AN 
这 是 因为 G =F. BF POE. OG Ee Beh PES IE. 
的 函数 。 由 于 Fames BOE Yn) ZHAI ns ER 4, = 7; 
=E(Y 2), js0,-,n-1 BA]. "pu, EI 奕 无 限 次 地 
T PA, Wa ORTI. 

E- PEI, AAPA AURA CN XF wa. ny 
选取 可 能 有 附加 条 件 ) 而 没有 采取 最 优 对 策 ， 如 fep 使 赢 值 趋 
于 工 呢 ? | 

下 列 定 理 彻底 回答 了 这 一 问题 ， 并 用 概率 方法 给 出 了 定 
W i HUE. 

E? 设 w, 一 1]， 则 下 列 事实 等 价 ， 

(a) Y.—1 以 概率 1 成 并 (a.s) s 

(b) E(Y„)>1; 

(c) $j(17- G'Q0,))) - SU - FWw;)) 2 eo. 

WEAR ” 设 (8,7) 为 此 过 程 的 概率 空间 、 对 wE 0Q， 令 

N’ (w) ={v,X,(w)>w,}, | 


Hj Borel-Cantelli 引 理 1,p.41]An, 集合 N’ 以 概率 1 为 有 
DP (CX n> Wa) = ~F (wr,)) 
Be LBL BY 
对 每 个 nn ， 令 v(n) Hee N 中 满足 vin) sini BKK 
(4 N'(o) = 8, &Xo=0, VM =0), MM Ynr= Xon. 
Fx, 3 
2% (1 - F(w;)) = 00, 
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H wal gi Ya 几乎 处 处 收敛 到 1， 
又 令 M-max(v, veN’(w)}, FEH 


zg (1-Fw,))<o, 
有 lim ys(o) =Xy), RAR cox xe EA 
lim E(Y 4) = ECX 40 <1. 


ER, 在 任何 情形 下 ， 序列 Cn = ECY ER. 
事实 上 ， 在 以 上 证 明 中 ， 我 们 也 得 到 了 在 G C0) =0, 
G'(1) =1 情形 下 的 定理 1 ， 不 难得 到 在 其 它 情 形 下 关于 害 
BB 1 AY HEAR. 
现在 假设 我 们 可 以 依 后 验 知 识 来 选取 w,《 和 相应 的 YY，) 、 
RI RC 
Us = Wn X1 Xo, t Xni) 
而 Yn 的 定义 周 前 。 这 时 ， 最 佳 对 策 是 显然 的 ， 
ib.,-max(CX,,Xs,, Xni). 


AY, AM YACLY.=0, 0, =0 为 初 值 )。 用 简单 的 归 
纳 方 法 可 得 ， 
Yn = max(Xi,**, X n). 
对 任何 其它 选择 Cwrn,Yn)， 因 Yr RE X100, es, Xn) 
中 的 一 个 ， 于 是 有 说 , 宇 Yry 从 而 EV DOSE a). f$ 505, 
ECV a) Nne 
不 难 算得 ( 见 (1) 式 ) 


EQ -1- f F^ oov, 
从 而 
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l1- na Co" (w) ]”dw, 


也 可 用 分 析 方 法 得 此 结果 。 记 G) 为 G 的 7 了 重复 合 ， 注意 到 
Gw, RNA 


1 d d 
1-2, 7 | 4,00) Ww 
j^-1 
=| G’ (G;(w))dw 
0 了 -6 


> | ‘Ca’ (w) J"dw, 
这 使 我 们 更 加 清楚 地 看 出 推论 1 的 结论 (bb)， 即 当 


' dw 
| rary ch Ea- =e, 


下 面 , 我 们 把 依 最 优 预先 选择 得 到 的 wa = 04. 的 期 望 值 
in 与 利用 后 验 知 识 选 取 的 最 优 对 策 的 期 望 值 E CY a) dm AEE 
较 ， 并 以 此 结束 本 文 . 

Eid 7" QU X às Xise, XR Aj Xi。… xn 的 顺序 统计 量 ， 
HH 

Xn= min(X,, X23% X n); 
X 28 Xi, tm Xak WRA BUF REDERE 7 个 值 ( 见 文献 
[31,ch,9)，X5 之 期 望 由 以 下 公式 给 出 ， | 


ECXE) =n( 和] a te -u tis (1) 
Kk — 1/Jo ° 


考虑 下 列 分 布 族 
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Fr(w) =1-(1-w)P, p>0, 
则 相应 于 Gp GO RS In BOUE XE PE COS 
(Y t ADT 
] 775 (11/5) e 


文献 [和 的 第 223 页 给 出 了 此 结论 的 简单 证 BJ. GR Fp 代入 
(1 ) 式 ， 经 常规 计算 知 


(me iy i 
EO = nf ) (1- (1 - B) uf71(] = u) ^7 du 
k — 1/J» 


| I 
| r(n- ku 1) 
_Toa+D p 0) 


=] 一 ss nn rn 
r(n+ +1) I(n-k+]) | 


设 1 一 k 为 固定 值 ， 如 -K+1=8， 册 
LO -z)-n*r(on) CYC 2], P.212), 


我 们 希望 找 出 满足 1 EXD ~1-1,.% Efi, RAC), 
(CO SEL 
r(o 5) 


1 

“PIL (P +1)? 

FO») ( p ) ° 

下 面 是 一 些 解 ( 后 三 个 解 是 近似 解 )， 
p=1 (HAYA, kzn-l; 


pass k=n-1.50; 


pao k =n —2.08, 
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p=, k=n-0.73. 


在 均匀 分 布下 ， 使 用 最 优 预先 选择 可 以 得 到 更 为 优越 的 


结果 ; 与 第 二 个 大 的 X 之 期 望 一 致 , 当 p = 土 ， 与 第 三 个 大 的 


X 的 期 望 一 致 ， 如 此 等 等 。， 这 似乎 意味 着 ， 当 取 较 大 值 的 概 
率 更 大 时 ， 用 后 验 选 择 更 为 有 效 ， 


Oo 
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美国 第 47 届 Putnam 数学 竞赛 
试题 与 解答 ? 


L.E. Klosinski, G.L. Alexanderson, 
L.C, Larson 


Putnam Sy“? 3a 3E AE B3 2e He Be PACEM TEESE 
参加 者 为 美国 及 加 拿 大 的 大 学 生 。 它 是 由 William Lowell 
Putnam 基金 赞助 的 ， 这 笔 基 金 是 Putnam 夫人 为 纪念 她 的 文 
夫 而 捐助 的 ， 以 奖励 竞赛 中 的 获胜 者 ， 

第 47 届 Putnam 竞赛 于 1986 年 9 7] 6 H25fT ARH se ds 
和 加 拿 大 的 358 个 院 校 的 2004 位 大 学 生 参 加 了 竞赛, 六 名 
最 高 分 的 优胜 者 被 吸收 为 Putnam 会 员 。 集体 一 等 奖 为 哈佛 
KEP BUF RRA 

第 47 届 Putnam 竞赛 的 命题 委员 会 有 以 下 人 员 :， Richard 
P Stanley, Abraham P Hillman #7 Harold M.Stark, Æ X 
介绍 这 次 竞赛 的 问题 和 解 谷 ，。 


[可 题 
问题 A-1 ie fd =x°-38x, HES EAI x’ +36 
«13x? 的 实数 的 集合 。 求 


© William Lowell Putnam mathematical competition, 
Amer, Maih. Monthly, 94 (1987) 747—756. 
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max f(x)， 要 求 说 明理 由 


问题 A-2 用 [表示 不 超过 x 的 最 大 整数 。 RECO? 
/ 1019? +3)] 的 个 位 数字 。 


可 题 A-3 RI) Arceot(n? +n + DATE, ZE, 23:20 


kr, Arocot i Hie Be ec (0, = |, 满足 cot 9 =t。 


问题 A-4 称 ”x7 和 矩阵 4 的 个 元 素 为 4 的 一 个 “机 
截 2? ， 这 壮 个 元 素 中 的 任意 二 个 都 不 在 同一 行 ， 也 不 在 同一 
yi. 

用 f 00 Xn PPAR ER nx n ERE ARA Bes 

(a) 4 的 任 一 元 素 4a;j€ 集合 { -1,0,1}， 

(b) 对 4 的 所 有 的 横 截 ， 其 半 个 元 素 之 和 恒 相 等 。 
例如 ， 下 面 的 4 满足 要 求 ， 


-1 0 -I 
0 1 0 
请 对 f(n) 确 定 一 个 形 如 


的 公式 ， 此 处 ca; mb, 均 为 有 理 数 。 请 证 明 你 的 公式 。 

问题 A-5 KEANE, 
X= (XiXe X) € R"CR FERN WB LA NARI. 

Ql) xb ISS, Fio E R” Eb 处 存在 二 阶 连续 偏 
UA. 

(2) 对 1 委 : 委 02，1 委 1 委 2， 存 在 常数 CO, ER 
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af, afi, 


| je 
9%, 0X, 


证 明 在 R^ 上 存在 一 个 国 数 9CO, HISK, HAS, 
+99/9x, 是 线性 项 数 OE an 
Ag 十 QIXI 十 Q2X2 + vt trink 
的 函数 ， 称 为 线性 函数 ) 
In] ER A —6 ix Qj 4 05 , *** yn ASH 01,55, ,bn Fe: AI fel A 
正 整 数 。 
没有 多 项 式 /Ce 满足 下 面 的 恒等式 


(4-3 *f(x) 14 A asti, (*) 


对 f(D) 求 一 个 简单 的 表 
KR, WE: OO Riki bis 
beeen An, Ej 44,45, te, 
an 无 关 。(2) 不 包含 任何 和 


L-1 


“Fe 


问题 B-1 在 一 个 半径 为 
1 的 圆 内 ， 有 一 个 研 为 9?， 高 
2g ^ 的 内 接 和 矩形 ， 有 一 个 研 为 
b 的 内 接 等 腰 三 角形 ,如 图 1 所 示 ， : 
求 t 的 值 ， 使 矩形 和 三 角形 的 面积 相等 。 
问题 B-2 ” 设 复数 x,y 和 z 满足 下 面 的 联 立 方程 
x(x —= 1) +2yz=y(y—-1) +2xz=2(2-1) +2xy, (1) 
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WE RH, 有 序 的 三 元 数组 T= (x—y,y—z,z—x) Ho BR] 
能 ， 请 列 出 所 有 这 样 的 有 序数 组 了 . 

问题 B-3 THe 的 全 体 整 系数 多 项 式 组 成 。 设 1 ,ge 
六， 到 是 一 个 正 整 数 ， 当 /J/ -2 的 每 项 系数 都 是 内 的 整 倍数 
时 ， 我 们 说 

/三 g (mod m), 
令 n 和 7 是正 整 数 ，7 是 素数 。 给 定 1,9,h,r 和 s Hcr, W 
g | 
rf +sg=1(mod p) 和 fg=h(mod p), 
DEW: ZETA PAG, WE 


F=/(modp), G==g(med p) 


和 
FG=h(mod p”), 
IzBB-4 Kr NER 4 
GG) = nin(|r - Wm? +972 | | m n AER) 
证 明 或 否定 下 述 论断 ， 


limG (7) 存 在 且 等 于 零 。 


问题 B-5 设 f(x,y,z) =x? +y +2’ + xy, BARRAS 
项 式 p(x,y2)，4(x Y,2), TOR yy2) 满 足 
f (PXsY Z), qQ,y,2), 7r(X,y,2)) =f(X,y,2), 
(**) 
HERR Be PRC: XP, 4," 由 士 *, 94,3: 的 其 
个 置换 组 成 ， 其 中 负 号 的 个 数 是 0 或 2， 
IJiiB-6 i A,B,C, Dien x net, END CERE 
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I FFP, WELAT, AB! 和 CD' 是 对 称 的 ; AD'— BC*' 
=]. [enxnaN HE MÆ nxn He, M' 表示 人 M 的 
5H. 


HERG; A'D- C'B- I. 


B8 X 
在 每 个 题目 的 题 号 后 ， 有 一 个 12 维 向 量 (niosnes*… sno 
n». Hh n 0SI<SIO RR FH HN 201 个 参赛 者 中 ， 
此 题 得 ! 分 的 人 数 ，?_: 表 示 没 作 此 题 的 人 数 ， 
在 下 面 解答 中 , 凡 属 译 者 增加 的 注释 , 均 用 六 炒米 六 
XD. 
À-1(152,23,10,7,0,0,0,2,2,3,1, D 
HR 条件 x+36<13x2 等 价 于 
(x - 3) (x -2) (x +2) (x 8) <0, 
S =[-3,-2]U([2,3]. 
f(x)283x*-8, MxcS, AE O>0, ISAHEL-3,-2]M 
[2,3] EREK. Alk 
max f(x) 2 max(f(- 2) ,/(3)) = 18. 


因此 


A-2(155,0,0,0,0,0,0,0,0,0,33,13) 


. A 1020009 | 、 | 3% 
fF Id I A| Ius ESI rcl 
所 以 


B 1970909 — 3200 
10? -3 7 
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* *jda= 10'%, 有 
I= qi99 — a198.3 + a197032 — ess + Qe 3198 m 3199 * x 
I == - 33? (mod 10) = — 3%(3°) f? (mod 10) 
= — 7(mod 10)=3 (mod 10), 


因此 了 的 个 位 数字 是 3， 
A-3(53,6,15,1,0,0,0,1.12,1,26,86) 
NE 利用 
cot(a — B) „cotascotß +1 


cot — cota 


ix cota=n, cotß=n+], Jlijcotita- f) 2n?en-cI1, 83 


Are cot(r? +n +1) = Arc cot n — Arc cot(n +1), 


> Are cot(n? +n 41) 


"n -90 


T 
= lim > ‚Arc cot (1* -- t -- 1) 


= lim (Are coth 一 Arc cot (n + 1)) 


TL or 


= X/92. 


A-4(21,3,4,4,5,7,0,6,3,7,23,118) 
PaM reik 
SE ÆR Ad; (1,7 = 1,2, ,0) ,4a,, 20, td, 
MHEAR Ca WERD. RZ, R- 
个 2 xn FARE Ca, DAER, MI 在 唯一 一 组 数 cy = 0, 
05, * ,C 41d; ds, d fi a,,=0¢,+d;, 

WEB] ”如 果 aiy=cit+tdi， 则 4 的 任 一 横 截 的 和 为 
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Zr 2 
NIEDER. | 

LZ» Zu Ela DWE & 件 O), we X d,-2a,, 和 Cy 
=4,,-4,=4,,-4,(H%E1], f 020. BHAEO) Ae 
因此 、 Ais tay = Ag, F0, 4, 

Aij =Q; c0,4—0,4 =C, td, 
所 定义 的 dC, 符合 要 求 。 

Pm bt tee i 4 的 唯一 性 。 因 为 ca=0，aij=c+dj 
Hd =0,;, 因为 4; ,=¢, rd, MEC aad, 5| EIE 
H, 

问题 变 为 讨论 &2n 维 有 序数 组 Ce1 = 0,05, 08,41, dy yee 
da), HRED, HAR :71， 它 满足 o edis ly 
f (2) 就 是 上 述 不 同 的 有 序数 组 的 个 数 。 

注意 到 ci = 0， 因 此 ijiE{10,1 -i},¢;€{0,+1,+2}, 
下 面 我们 分 八 种 情形 讨论 L 注 2 ]: 


rer: 取 值 i A> ie 的 个 Am 
nl. | — - 
0 0,— 1,1 l 9 zn | 
0, —2 1 2n-1-] | | Inel j | 
nao o loea | mm fo f haan | 
0,-1,-2 1 | za-1-2n+] I 3"7-1—.224] | 

0,2 -1 | 22-1-1 1 nil 

0,1 0,-1 onr~Ll— 2” Zar on 
0,1,2 | =] 3*-1-2"41 | 1 aR- l Inl | 

| 0,-1,1 | 0 jh-1-2n4] 1 |3*7 1-29 +] 


xe 对 表 中 第 三 列 有 必要 作 如 下 说 明 :， 在 我 们 填写 每 一 
行 时 ， 都 必须 排除 前 面 各 行 已 计数 过 的 情形 。 例 如 第 二 行 ， 
(co 由 中， 每 个 cj 可 取 0 或 -2， 有 2"-! 种 可 能 ， 但 应 
除去 第 一 行 已 出 现 过 的 全 为 0 的 一 种 , 故 应 壤 写 2"-: -1。 再 
看 第 四 行 , 0.0.0 fie; RICO, 2, - 1, 共有 3"-! 种 


可 能 ， 但 应 除去 前 三 行 中 已 出 现 过 的 情况 ， 故 应 填写 3 - 


2(2"-' -DD) —-J=3*7*- 2" +4, 

第 四 列 填写 的 起 ， 34 (05 ,*** 08) BÓ XE JA» (d, , ** sda) A 
多 少 种 可 能 情形 ， 

Hori le B=. POV RRA, kk 

Bra, £5 

fin) =4"+2x3?-4x23"+], | 

El 原文 为 ;=411 一 41;， 有 误 。 
H2 ”表格 中 的 第 1 至 第 8 行 ， 在 原文 中 依次 为 第 1 ,2， 
7,3,4:6,5,8 行 ， 原 文 的 安排 不 便于 解释 第 三 列 。 


À-5(13,4,0,0,0,0,0,1,0,2,39,142) 
ur AA 注意 到 cji;= e OM HAM 6D. A h,= 


l 
245p 有 3h /ax ; = 0. 因此 
J 


{ 
对 所 有 的 1,7 有 
ach, - f, _ a3(h;—-f)) 


IX; OX 
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BI CA, - fU.) 一 fa) 是 一 个 梯度 ， (4* 由 微 积分 中 斯 托 元 
斯 积分 理论 # # ) 可 断定 存在 一 个 函数 9, 使 5 = hu - £0, 


Af, +ag/ax,=h;, AREAN., 
À-6(1,4,1,1,0,1,0,0,6,4,64,119) 
E =b- 1) (b-F +1), 3 HC * SET 
RED O<I<0), PBX =1, PHO+DPHB 


0 =1+ > aj, 

0 = 2,4400 

0 = 2,201003, 
0 ~ 314; ners 


ny f(D = jai Dre 


用 克 莱 姆 法 则 解 前 ”个 方程 ， 然 后 把 解 出 的 41,… ,an 代 入 最 
后 一 个 方程 ， 我 们 得 到 


n b, m b. es b, 
2; (b InC-D S0800 000000 9090 999 000 000 90 000 900 O00 
nifa) = 一 一 Dan e (On)a-ı 
b, b, es b, 


MAL (Do) n-1 e» (ba) nui 
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此 处 ， 上 标 人 表示 实际 不 存在 的 项 。 
DED ihbar buf JARFKE TR, MED, =, 


(257), WD=0, WDA AARC; -0 因此 
D=c{[@,-4,), CARR 


ij 


IE ẹbi bR bib) 这 一 项 在 D 及 [| 6; 一 5b)) 中 的 系数 均 
i>} 


Al, Alb D= II6,-559. 


我 们 也 能 用 另 一 种 方法 讨论 分 母 DD， 我 们 对 D 作 行 的 初 
等 变换 ， 把 它 变 为 Yandermonde( 范 德 蒙 ) 行 列 式 ， 同 样 得 到 
D = H (b, — 04). 

i» 

EHSF, mAb bax, WATER 
有 两 项 不 等 于 堆 ， 但 这 两 项 大 小 相等 ， 符 号 相反 。 可 知 分 子 
HO, -2hi 站 整除 ， 于 是 分 子 可 被 分 母 整 除 ， 因 此 mlf(D) 是 
一 个 与 ,es 加 的 多 项 式 。 注 意 到 分 子 的 号 中 每 项 的 次 数 
iain nik, Albee Sittin SORAS. 

令 b; =0, 此 时 分 母 尖 0 ,但 是 分 子 的 每 项 是 零 ， 因 此 多 项 
Antf Ob, ASS BR, ni C1) = kb, bb, ,kk 为 常数 ， 
KK Ra, la, 29 ING 1n), {blb 为 不 同 正 整 
Be, 1<<n} RER RI SHEA. 
显然 ， 当 人) =7，1 志 1 志 Rn} 时 ， 取 f(x) 二 1， 存在 一 组 4i 使 


O mBixxlieióo 38. —mRE 
i<j 
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COKA, Wh Aksi, xD 
| PCL) 506, b, /ni, 
9-1(183,3,7,0,0,0,0,0,4,2, 1,1) 


8 三 角形 的 高 是 (2~h)。 由 面积 相等 得 出 


hz (三 角形 的 高 )/2 = (2 -h)/s, 
因此 


B-2 (123,31,16,3,0,0,0,0,16,5,2,5) 

证 明 RL A BAA) DE 

0=(x- le +y-1-22) = (y- 2) (y +z~1~2x) 
= (Z-X)(Z24+x-1]-2y), 

如 果 x.y. 2 PERATOAS, Bl 


XY KH BZ=4 + 2-1 ~-2X =2+KxK-]-2y=0, 


把 上 述 三 个 方程 加 在 一 起 ， 得 到 矛盾 式 -3=0. Bb, 
x, 4,2 中 至 少 有 两 个 相等 ， 

设 xX=y，y 庆 2， 则 z=x+1。 在 这 种 情形 有 XxX- v —0, 
y-2z=-1], 2-x=1, WRITE ys 2,2 x 和 zz =x,x 关 J 
AY tig HZ 

因此 下 = (e-y.y-2,2-x) AER PAI 

0,0,0), (,-1,D, 1,0, -DAC-1,1,0). 
容易 看 出 ， 上 上述 四 种 取 值 都 符合 题目 要 求 。 

B-3 (26,5,4,1,0,1,0,4,3,5,33,119) 
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证 明 ”对 1 用 归纳 法 。 当 n=1 轩 ， 有 取 Fi=f,Gi =g, W 
符合 要 求 ,假设 n=k, 已 有 Fx,GnE1;, 满 足 F=f mod p), 
G,zsg(mod p), FL FiG hh(mod p^), 

下 面 计 论 n =k + ARE. h- FG = tpt iR tE, 
A Fpi = Fy + Stp® Gyr, - Gy trip. Mi 


Fi. =F, =f (mod p), Gi. =G; =g (mod p), 


JF R. 
Pies Gps, =F ,G,t+ tp (rF , +sG,) v rst*p** 
=F,G,+tp*(rF,+8G,) (mod pt’), 
由 假设 条 件 知 


rF,+sG,=r/+sg=1 (mod p), 
FERRIT rF,+5C,=l+9p, Eger, Aye 


FirıGarı = F,G, +ip* (1+ qp) (mod p**!) 
=f,G, +tp* (mod p**!) 
=h (mod pt+1) ， 
HIN. RPE ART WEA (题目 的 结论 成 立 ， 与 7 是 否 素 
数 无 关 ， 间 时 与 多 项 式 的 变 元 个 数 也 无 关 )、。 
B-4 (22,8,6,6,0,0,0,0,4,7,59,89 
uEBB S mEWE Clem 的 最 大 的 非 负 整数 , Arne 
Ag = m?) /2 n! 的 最 大 的 非 负 整数 .于 是 7 - mm 1)? 
一 1 二 2 二 <21 +l, X 


tm Ir? m? 


<2 204) +1=w2(2r +) +1, 
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H]r*-m*-—2n*«-c92w924/2r*i +2, 因为 
r? = m? —2n? (r- y m? -9n*) «(r e vm? -9n?), 
2 m2. on2 
OSKr vm? + 2n? = 7m en” ol 
> r+v m? +2n? 
<2 2 Vr 142 


34 roc ft, r- m? +n >, 由 


0<Gir)<r-~Vm'? son , 
得 出 
im G(r) = 0。 

B-5 (10,0,0,0,0,0,0,0,0,0,58,133) 

论断 是 不 成 立 的 。 

YER PERK: r O, ar) WE CERO X, Og, ~ r- pa) 
BEER. Alk, pax, gy, r=-z-xy, UWE 
(IA, Be —- TR, 

B-6 (3,0,0,0,0,0,0,0,0,0,32,1665) 

证 明 ”问题 的 条 件 是 

G) AB' = (AB}t)t = BAF, 

Gi) CD* = (CD')'- DO’, 

Gii) AD'-BC'-I. 

HARTE CO EHE BAS - AB =O(nxn SAM), h RIEGD FE 

IHCD'-DC'-0, HH Gi) 的 转 置 推出 DA' -CB' « [* 

=J。 因 此 我 们 有 

(4 5X D! BN (ADC 42 54 
C D/\-c! A! CD'-DG' -CB'+DA' 
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(C ,) 
o I? 


Co alle mo 1 


用 分 块 乘法 计算 右 下 角 元 素 ， 得 到 


由 此 推出 


l -C'BtA'D=I, 
ME. 
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第 三 十 届 国 际 数学 奥 林 匹 殉 
竞赛 试题 及 解答 
RIR RE 等 


编者 按 ”第 三 十 届 国际 奥林匹克 数学 竞赛 于 

1989 年 7 月 18,19 日 两 天 在 联邦 德国 的 Braunsch- 

weig 人 举行。 我国 取得 了 四 枚 金奖 、 两 枚 银 奖 , 获 团 

体 总 分 第 一 的 好 成 绩 。 来自 四 川 永川 中 学 的 杆 实 的 

多 华章 同学 六 题 全 对 ,获得 整个 比赛 的 金奖 第 一 名 ， 

他 已 进入 北 素 大 学 数学 系 学 习 。 我 们 请 徐 明 曜 、 潘 

ARE. tol AES ee aa HRS, MHRS 

华章 同学 提供 了 他 参赛 时 的 解答 (我 们 作 了 车 干 文 

字 上 的 修饰 ) , 供 读者 参考 。 

iX 题 

1. 求证 ， 集合 {1,2,，…,1989} 可 以 分 为 117 个 互 不 相 
25 Hg TE A;G=1,2,** ,117) ,使 得 

(1) 每 个 A, 含有 17 个 元 素 ; 

(2) 每 个 A; 中 备 元素 之 和 相间 ， 

2. 锐角 三 角形 ABC 中 ,4A 角 的 等 分 线 与 三 角形 的 外 接 
圆 区 于 夯 一 点 As M Bi1,C1 与 此 类 似 。 直线 Ah 与 8,C 两 
角 的 外 角 等 分 线 相交 于 As FR Boo Co 与 此 类 似 。 
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OD) 三 角形 ABC 的 面积 是 六 边 形 AC1BA1CB1 HM 
(2) 三 角形 ABC: 的 面积 至 少 是 三 角形 ABC 面积 的 
3. jen Mk iL AE SHER kn DAMES, W 


1) S 中 任何 三 点 不 共 线 ; 
(2) 对 SS 中 的 每 一 个 点 P，S 中 至 少 存在 上 个 点 与 己 距 


YE 
求证 ， 


ko VN, 


4. Wt ABCD 是 一 个 山 四 边 形 ， 它 的 三 个 边 AB,AD, 
BC 满足 4B = AD + BC。 四 边 形 内 ， 距 离 CD 为 的 地 方 有 
— HP, (FAAP =h+AD,BP=h+BC. RHE: 


Fi VEU 

5. 求证 ， 对 任何 正 整数 nn， 存 在 7 个 相继 的 正 整数 ， 
它们 都 不 是 素数 的 整数 需 。 

6. 设 是 正 整 数 。 我 们 说 集 (1,2, 20) 80 — 4 f 
Bll (x; Kane APERP, fn RE 在 {1,2,.…,2n 一 1} 当 中 
至 少 有 一 个 i 使 |/x; -xal =n 成 立 。 求证， 对 于 任何 1， 
具有 性 质 P 的 排列 比 不 具有 性 质 P 的 排列 个 数 多 。 
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(一 ) RARSARNRE 
第 1 题解 答 ”我 们 把 问题 提 得 更 一 般 些 。 设 s,n 是 两 个 
正 整 数 。 证 明 集 合 A={11),2,…，,sz} 可 以 分 为 A 不 相交 
的 子 集 A1,… 4.。， 使 得 每 个 集合 含有 s 个 元 素 , 且 每 个 集合 
中 各 元 素 之 和 相同 ， 本 题 就 是 s=17，?2=117。 
以 SC(A) 积 SCA;) 分 别 表 集 合 A 和 A; 中 各 元 素 之 和 ,我 


们 有 
SCA) =sn(sn+1)/2, (1) 
由 于 这 里 要 求 S(4) =… =SCA), FU 
SCA;) = §(sn+])/2, f= ]1,2,e¢,n, (2) 


HADEH, Ys ABR. n 为 偶数 时 ， 这 种 分 法 是 不 可 
能 的 。 所 以 我 们 只 要 讨论 两 种 情形 ， (bs 为 偶数 ODs,n3J5 
为 奇数 。 我 们 的 题目 属于 情形 Gi) 。 情 形 人 是 很 容易 解决 
Hy, (ii) BE BEE, 

情形 Gi) 我 们 把 这 sn 个 数 用 下 面 的 方法 自 小 至 大 依次 
排 成 一 个 s ir HIA n TRR, srn FR: 第 I 
行 从 工 开始 目 左 回 在 依次 排 到 有 ， 然 后 排 第 2 行 ， 要 注意 的 
是 把 ?+1 排 在 ?的 下 面 〈 即 在 同一 列 ) ， 且 和 第 工行 排列 的 
方向 相 及 ， 自 右 癌 左 排 到 22， 一 般 的 , 排 好 第 7 行 的 最 后 一 
个 数 1n 后 ， 青 排 第 7 二 1 行 ， 把 7n+1 排 在 17 的 下 面 , HAT 
第 ? 行 的 排列 方 同 相 反 ， 依 次 排 MO+ Dn, BRL RAT 
当 : 是 偶数 时 这 样 的 排列 。 

由 排列 的 方法 立即 看 出 ， 任 疮 相 邻 网 行 在 同一 列 上 的 两 
ZEB. ATRE s 是 偶数 ， 所 以 ,第 1,2 行 ， 第 3， 
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(s—-3)n—1| (5-353 


` a — — ~, 


(s—4)n +1105 — AIR +2 (5 Ant e |(85— 302-2 
— dk E | 


(s-2)n 


($—2)n +] 


(8—2»)"n—1/(5—2)n - 2| oo (5- n es(s- Da+alts- 30nt1l 


a TE er er 一 一 一 . 
E 


(s-Z)n+2(s-2)n+3| coe (s-Dna-2(-D2-1 (s — i)n 


 i(s-Dn-3((s—-1)n*2(s-1nm-«1 


ilr zr. 


sn | sn—] | Si~2 


4 行 ，…， 第 s-1,s 行 都 是 相 邻 的 两 行 ， 且 丛 好 把 这 行 分 
元。 因此 推出 ， 这 表 中 每 一 列 中 的 元 素 之 和 都 相同 。 这 样 ， 
只 要 把 第 上 列 中 的 数组 成 的 集合 取 作 子 集 A: ,就 证 明了 所 要 
的 结论 ， 

Xj s 是 奇数 时 虽然 也 可 以 这 样 列表 ， 但 不 能 以 相 邻 两 行 
为 一 组 把 这 s 行 分 完 ， 所 以 这 样 的 方法 不 能 解决 s 是 奇数 的 
情形 。 

让 该 指出 ， 把 集合 4 改 为 是 由 任意 相 SBS sn 个 整数 组 
成 的 集合 ， 即 取 4={a+la+2 da+Ssn) 时 《这 里 4 是 任 
eZ 4 定 的 整数 )， Is 为 偶数 时 结论 也 成 立 。 事 实 上 只 要 在 表 
中 每 个 数 加 上 a 即 可 推 出 。 这 一 点 在 证 情形 Gi) 时 要 用 到 ， 

HOD 我 们 只 要 讨论 s=3 的 情形 。 因 为 当 奇 数 s 盖 8 
时 可 把 集合 A = (12,0, sn} a> ATES. B= (1,2,*,8n], 
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C={3n+1,3n +2, ,3n+(s-3)n, BACH(s-3)n 个 
BW, Ss -3 是 偶数 ， 由 情形 CO 最 后 的 说 明知 , 它 可 以 分 为 互 不 
相交 的 n 个 子 集 C1,…,C,， 每 个 子 集 有 ss- 3 个 数 ， 且 每 个 
子 集 中 的 数 之 和 都 相同 。 如 果 我 们 把 集合 也 分 成 了 互 不 相 
KH n ATR B1,，…,B,, 每 个 子 集 有 3 个 数 ， 且 每 个 子 集中 
的 数 之 和 都 相同 DBA, WA, 为 Bi C. 的 和 集 ( =1,2， 
…,n)， 这 样 得 到 的 41,… A, 就 满足 要 求 。 G 

现在 来 萎 虑 如 何 分 集合 B， 这 里 n 是 奇数 。 通 过 对 具体 
数值 例子 (如 取 n=3,5,7 等 ) 试验， 使 我 们 会 想到 这 样 来 分 
集合 已 : BRA BAPE E = {1,2,,2n)}, ME, = (2n 
*tl,,325), 然后 把 集合 Bi 分 为 n 个 互 不 相交 的 子 E Ens 
ee, Bins ENE AAD, ASCE) oS Gin SG) 
m n PERR OAE SE DREA E 的 数 之 和 ) m 
这 样 的 分 法 是 可 能 的 ， 不 妨 假定 

SEn) =S E) +1, (3) 


那么 , 取 子 集 刀 ,为 子 集 EL, ARM E 中 的 一 个 数 32 - (4-1) 
所 组 成 ， 这 样 集合 B 议 分 成 了 互 不 相交 的 7n 个 集合 Bie. 
Bas WET Bek. 

”， 那 未 ， 如 何 来 实现 集合 E 的 满足 式 (3) 的 这 种 分 法 呢 ? 
先 来 看 一 个 具体 例子 .na=5 了 时 ,El={(1l1 2 10} 可 这 样 来 


4j: 
Eu Eu En En Eng 
l 2 3 4 5 
8 l0 7 9 6 
也 可 以 这 样 分 
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Big En Eu En Ens 

J 2 3 4 5 

JO 7 9 6 8 
由 此 得 到 启发 ， 对 一 般 的 集合 El1， 按 第 一 种 EK 可 这 样 来 
F: KAR BAKKE 1.2.0.0; 然后 这 样 写 第 2 行 :在 
nn 下面 写 n+1， 再 自 右 问 左 一 隔 一 地 依次 写 下 n+2,*， 
直到 在 1 的 下 面 写 n+ (n+1)/2 (注意 nn 是 奇数 )， 再 回 过 来 
从 7n--1 下 面 的 第 2 行 的 空格 开始 , 自 右 向 左 依次 在 这 些 空 格 
中 号 完 余下 的 数 。 下 表 就 给 出 了 这 样 的 分 法 : 


G, G: G. G, ses Grog Gi G a-i 0, 
1 2 3 4 ons R-3 mn-2 n=] n 
一 十 f 十 
ne on neXt 34.1 om ion n+? arn n+] 
2 a” P 


HAG: 记 上 表 中 第 1 列 数 组 成 的 集合 ， 那 末 ， 依 指标 大 沾 
依次 先 写 森 指标 集合 ， 写 完 后 再 写 侦 指标 集合 ， 得 到 ， Gs 
Gs * Gus Ges Gas ;Gs-i。 不 改变 这 一 列 集合 的 次 序 , 改写 
为 Ej, Bes Eja ai Eins XE d i 1 Pf 3. 的 集 合 Ei 的 分 
法 ， 且 满足 式 (3) NR, SC) ,S (Gs) ,SG。) 是 递增 的 
相 邻 整数 ，S (Gs) S (G4) SG 也 是 递增 的 相 邻 整数 ， 
这 两 点 由 表 的 写法 可 直接 看 出 , 再 由 写法 知 ,S(G.) =2n+1， 
S(G,) =20+2, 也 是 相 邻 的 ， 

综 上 所 述 ,在 情形 ( 边 我 们 也 可 得 到 所 要 的 结论 。 证 毕 。 

最 后 ， 我 们 要 指出 两 点 , (a) 由 两 种 情形 的 讨论 可 看 出 ， 
际 了 显然 情形 外 , 集合 4 分 为 两 两 不 相交 的 这 种 子 集 4;,…， 
An 的 分 法 不 是 叭 一 的 ,讨论 分 法 的 个 数 应 该 是 一 个 有 趣 的 问 
题 ， 可 能 并 不 容易 。 
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(b) 这 道 题目 出 现 1989 当然 同 今年 是 1989 FAR. 
但 更 有 意义 的 是 大 家 知道 这 样 一 个 故事 ;伟大 的 数学 家 eauss 
在 八 岁 时 ， 用 巧妙 的 算法 迅速 算出 1+2+。… +100 的 和 等 于 
5050。 显 然 情 形 (iD 中 列表 的 方法 实际 上 就 是 他 的 算法 。 而 
情形 GD 中 分 解 集合 Bi 的 方法 只 不 过 是 Gauss 算法 的 一 个 推 
广 。 今 年 的 比赛 是 在 Gauss 的 诞生 地 联邦 德国 的 Braunschw- 
eig 举行 的 ， 因 此 ， 把 本 题 选 作 本 届 比 赛 的 第 1 le Pate 
当 、 十 分 有 纪念 意义 的 ， 

第 2 题解 答 记 A4BC 的 内 心 为 7 ,外 心 为 O ,外 接 贺 半 
BAR, ZR kR a. By. VER IG AC BACB, 的 而 
Bi SFCOUB i). 

ERB) S.s,0077 Reina, DRM X ABOC. 


ACOA, AAOB,, ABOC 和 入 COAi 的 面积 和 的 类 似 等 式 ， 
得 出 


S* = Resin a+2sin B +2siny), 


YEAS Bl Sacos = ZR sin 2a, ARERABOARIA AOC 
的 面积 的 类 似 等 式 ， 得 出 
SaABC = ;R'Gin 2a + sin 2f + sin 2y), 
化 简 
sin 2a +sin 2f = 2sin(a + B) « cos(a — f) 


— sin y « cos(a — f), 


于 是 ， 
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SAABC = = RiLsin y ə cos(a — f) t sina » cos(d — y) 


+ sin ß » cos(a — y) |, 


因此 
S*7228 nance 


我 们 看 到 1 是 人 AoBoCo Eb. KE, ACIB 四 点 
JER. FUER] A 是 圆心 。 


ZAC! = 4 CAB + BC) 9 +), 


ZAIC = i (A.C + AC) = = @ +y). 


于 是 ， AiC = Ail, 又 有 AiC= A.B. 因此 ， Ai 是 过 B， 
1,C 三 点 的 加 的 圆心 ,Ao 也 在 该 圆 上 。 因 为 Ar ke] ARIP ri » 
JAVA Sa scia = 2X Sa,ciass BD Sa jasc f SconiA PERL 
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分 析 。 有 


— Æ 
OAA Bg Co -25^, 


S AAg Bp co27 45 AABCe 


第 5 题解 答 HAS ATER PICS, 存在 以 P, 为 加 
心 的 一 个 阅 C,, AC, EEDA S 中 的 天 个 点 。 我 们 对 每 
个 点 P; 都 取 定 这 样 的 加 C;。 因 S 中 一 共有 nn 个 名 ， 也 一 


HE T n^. 


称 (P;,C,) 为 一 个 RER”, 如 果 PiECj 称 《P,， 
Cis), pk, 为 一 个 AREA”, 如果 P;EC (Cre 
设 过 Pi 点 共有 x, AMI, RRMA “BD? RUN 


个 “点 双 圆 组 ”。 则 显然 有 


n n 
M= > ri, N= num, 
i-1 to) 
XEBA 
Mznk,  Nxn(n-lL 
于 是 


an(n~1)>2N = S (x1 一 xi) 


t= | 
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出 此 得 
2 
gn-2>h—k, 2n-7>(k-L), 


zh 
k<; em Tt avon, 
GE KATHRT OD) 


第 4 题解 答 AË ABCD, WAR ACH DARD, 
a= AD(Lb= BO) 为 半径 作 圆 。 按 题 意 ，AB= AD + BC, 
PAA DD Tok E OL 2). 

先 考 虑 特殊 情形 。 册 四边形 ABCoDo H CD tt xe IA 
AFR BA 2428. EA Po 为 圆心 ， 以 ha 为 半径 的 圆 与 加 
Aid) BABS, FHA 53 CD 相 切 于 点 Fo. 

CoD$ = (a+ b)*— (a — b)? = 4ab, 
DoF3 = (a + ho)? — (a — ho)? = 4ah,, 
类 似 有 
CoFo = 40hy, 
由 于 Coefo +FoDo 7 CoDo， 有 


2v/ah, - 2v bh, =2V ab, 


li - YA 
ho Ya Y5* 


再 回 色 一 般 情 形 。 设 边 CD TEN AmA BAAS, 
Wi CD 一 定 在 (或 通过 ) 四 边 形 ABCD, 的 内 部 。 
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设 点 忆 在 四 边 形 ABCD. EAR, APAD, Ah AP 
Sis Sle] AR BEB. Ehh, WARP RE Po UH 
hh, WOR P ELB’ PA’ 的 内 部 。 这 表明 ， 当 h 之 hi 时 ， 
圆 P 一 定 不 完 爹 在 四 边 形 ABCD 的 内 部 。 因 此 ， 车 ERE 
P 完 全 在 ABCD HAR, HS CDH, UA th, Hi 


第 5 题解 丛 ”本题 即 是 要 找 出 这 样 的 n 个 相 邻 正 整 数 ， 
每 个 都 至 少 有 两 个 不 同 的 素 因 子 。 所 以 这 是 初等 数论 的 一 个 
整除 站 是 。 我 们 用 归纳 法 来 证 。n = 1 时 结论 显然 成 立 。 假 定 
结 纶 对 n=K(K 之 成立， 即 存在 正 整数 4 [REG k^ 4A SO TE 
整数 ， 
a,a+l],+,a+(k-1), (1) 


每 个 都 有 两 个 不 同 的 素 因 子 , 不 妨 设 4a+t 的 两 个 不 同 的 素 因 
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FRE Pigi =Oodio k-1. id Py =PoIPıdır"Per-1Ie-1e 
显 见 ， 对 任意 非 负 整数 t, k ERBERK 


G-iP,, actPu tla -tPL + k-i). (2) 


也 满足 所 说 的 要 求 ， 因 为 a+tP +i 和 a+i 一 样 也 有 素 因 子 
Pisdie 我 们 来 证 明 结 论 对 n=Kk+1 也 成 立 ， 即 存 在 正 整数 x 
TEER k + TESTER. 

X,X dT ],9,X + (k—1),x - K, (3) 


每 个 都 有 两 个 不 同 的 素 因 子 。 很 自然 的 ， 希 望 队 形 如 a + IP, 
的 数 中 去 找 这 样 的 x ， 因 为 这 时 由 归纳 假定 和 前 面 的 说 明 
A, METAIRIE t, Bxsa+tP, 时 ， 式 (3) 的 前 Kk 个 
下 整数 都 有 两 个 不 同 的 素 因 子 ， 这 样 ， 就 只 要 去 决定 t， 使 
得 X+k=a+tP+k 也 有 两 个 不 同 的 素 因 子 。 下 面 来 求 满足 
假定 X*+k 有 两 个 不 同 的 素 因 子 Dus SEE) 
x +k =SPrike 
这 样 ，s 和 4 满足 关系 式 


sp qr -tP, =a+k, (4) 


XX ELE AARTE A 的 一 次 不 定 方 程 。 我 们 知道 ， 只 
Pd, 和 Pi AR PEABO 一定 有 解 。 由 于 素数 HR 
穷 多 个 ， 对 已 知 的 Po» ETIKETT 同 的 素数 0, 7, 使 
Ped, AP, 五 素 。 这 梓 ， 对 取 定 的 这 种 py ,94 BA to, oH 
程 《4) 的 一 组 解 ， 生 对 任意 整数 4 ， 


t=io tuprqrs SES t uP, 
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1,283157; CORR. FI: ETARE u 使 二 为 非 负 整 
数 。 因 此 ， 结 论 对 2z=k+1 也 成 立 。 证 毕 。 

然 悉 初等 数论 的 读者 ， 不 难看 出 本 题 就 是 解 一 次 同 余 方 
程 组 ， 利 用 孙子 定理 即 可 证 明 。 也 就 是 对 取 E 的 2n 个 不 同 
的 素数 po,qgo,pliyqgl pn ly9qn-1， 求 解 一 次 同 余 方程 组 


x+1=0(mod Pp,_14;-ı)> ı=(,1,'*«,n-1, 


的 正 整数 解 。 


第 6 题解 答 在 集合 {1,2,…，,22)} 中 ,使 其 的 绝对 值 等 于 
n Xo ie(i,a-1),(2,n-*2),-,(n,2nj). Ale, 共有 性 
质 忆 的 排列 就 是 这 样 的 排列 ， 它 至 少 有 两 个 相 邻 数 是 属于 上 
述 ? 个 数 对 之 一 。 我 们 说 一 个 排列 (xyxay ,xsn) 有 具有 人 性质 
GALL, MER, + RRRA E X 个 排列 中 
HEA ATT IR). AEM a AA SRR ER EA. 

D SiR AHEM PHBE, LAS; 记 记 有 其 有 人 性质 
a; 的 排列 的 集合 及 其 个 数 ， 对 取 自 集合 {1,2,…,n) 中 的 一 
AU emm Spin IO TMI Ojaja 
…,a; 的 所 有 排列 的 集合 及 其 个 数 。 由 容 斥 原理 知 ， 


S = > 4,7 > S jij. 十 Oj1 jsjs 
lag yun LSJ < LSJ <Í zan 
me CDE B Sy, 
Ppp <ja<e<j,en 
tee + (= 1)" Sone (1) 
由 于 总 的 排列 数 为 (2n)! ， 所 以 本 题 就 是 要 证 明 
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下 面 来 计算 S) -.，。 Sp 中 的 每 个 排列 必定 是 数 户 ， 和 
+i 是 这 排列 中 的 相 邻 数 (不计 次 序 )， 因 此 ， 个 数 Sj, 就 相 
MER n 和 n+ 了 i 看 作 一 个 数 ， RF 外 2l ~2 个 数 一 起 任 
意 排 列 的 个 数 ， 由 于 int 不 计 次 序 ， 因 此 
Sj,=2- (2n—- D f. 

进而 有 

Y s,,-72CiQn- Dt. (3) 

Igjen 

Id, Sjaj ; 就 相当 于 把 An + EP Be Un +7。 
BET ore] Tul: 看 作 一 个 数 ， Hy Fn A 2n — 2l 
信 数 在 一 起 任意 排列 的 个 数 ， 由 于 one DAFO, 
veel), vines 

Ojej, -2!»« (2n- Dt. 


进而 有 
8;,.,,7 2!CaQn- Df. (4) 
I<j, <<) pss 
HD, (3) 及 (4) 推 出 
S-2Cl(2n—- 1)! -202n —2)] tee 
-(-p!'2'!CiQn-Di 


Te + (— 1) 2 CRN] 


| 
=2¢ (27-i)! (Cam Ch | 


+ 25. (2n- 316i - 


* 2317. omen 


— 9n —9t +] + (5) 
当 Ixt«n/2 时 ， 
24-1 2 21. 32-1 | ` 2 r=% tl] 
Cn on 一 Ot + ch Cn i On-2t+1 ot 


> 0, |1 wal 


由 以 上 两 式 江 即 推出 ， 式 (5) 中 每 项 均 是 正 的 ， 且 有 


S>2° (2n—1)!1* C} * (1/2) 
+2°. (2n-3)1 。 Chl3/d) +e 
(0/2) + Qn)ı 
MENT TAD. 证 毕 。 事 实 上 ， 为 了 证 明 本 题 只 要 计算 
x. CDW AT PAT, AER (Bi HJ. 


(二 〉 罗 华章 参赛 时 的 和 能 人 洛 
第 1 题解 答 由 于 352=3，。117+1，1989=17。117， 
所 以 {352,353,*… ,1989} 中 每 个 数 均 可 了 唯一 表 为 如 下 形式 ; 
q. 117+r, 1 和 7 和 117， 359516, 


我 们 先 把 这 些 数 按 以 下 方式 分 在 各 个 子 集 A; 中 ， 
49。117+1E€ Ai1， 当 9 JAAG 
q*11I7-(118-DC€A,, 当 4 AiR. 

这 样 ， 已 对 每 个 子 集 A BET 14 个 元 素 ， 在 每 个 A, 中、 
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这 14 个 数 之 和 是 


DE@k+De-117+i] 


k=] 


+ Sk +2)6117 + (118-1) ] = 16387 » 
k= 1 

是 相等 的 ,下 面 再 把 剩 下 的 数 {1,2,… ,351} 来 分 到 各 个 A, 
中 去 。 我 们 用 这 样 的 办 法 来 分 ， 先 把 这 些 数 中 不 被 3 整除 的 
2* 1174 4E TALIS BS MUT SEX 29 00 X2 tt Xni Vos "> 
Juss 再 把 其 中 3 的 倍数 按 从 大 到 小 的 顺序 排列 为 {21,2。， 
7 人 后 ,把 xzi 这 三 个 数 分 到 子 集 A,。 我 们 来 
—— LIT 个 互 不 相交 的 子 集 满足 题目 的 要 求 。 从 
LETHE, RIER x, +y; +2, 为 定 值 。 

“i= Let, x= 1,9, 2170, 2;2351,X1- y+21 7528, 
HS SKIS, Xp ty, +2, = 528, 我 们 来 证 明 当 :=k+li 
IL FEA Seri + Jeudi Zg = 528. HF 2, 453165 HER. 
所 以 x, + yi 也 是 3 的 倍数 ， 因 此 , 仅 有 两 种 情形 ，(i) x,=1 
(mod 3 ) ,y,2z2(mod3) ; (ii) x,=2(mod 3 ) ,y=1mod 3 ), 
在 情形 i) 将 石 

Keer SX, Fl, Yeri= Ye t2, Zk+ © 2.735 
if CENT Gi) 将 有 
Xkei "Kr t2, Yrı Jy tl, Zee =2,-3, 
因此 ， 总 有 
Kerri teri t Zga am Xy Uy, +2, —528, 


EN THAN SOIT, BA 
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x, +y,+2,=528, 


证 毕 。 


第 2 题解 答 D 记 人 ABC 的 内 心 为 了 ,外 心 为 0 ( 见 
图 l ) , 易 见 IBLAB SIC LAC, 于 是 1,B,Ao,C Ug 5 SE IBY , 
因此 


Z BI As 7 ZBCA =. IG - ZACD) 


= iG - LAAB) = T (ZBIAg + ZIBA)). 


由 此 推出 
Z BIA, = ZIBA, 9 


于 是 BÀ; —-]lA:;. 又 因 
T 7t 
Z BA = 9 ZBIAg 一 一 ZIBA; =~ AÀgBA:, 
于 是 BA, = Ar Aus £t Fi 前 式 得 到 Ail = Aı Ass A] 此 四 边 形 
IBA,C HIM 


Sraa,c= 28 1Ba,ce 


同 理 可 证 


Sıce,a =25 rcp, A 


Srac,B 一 2S LAC Be 


把 上 面 三 式 相 加 ， 知 (1) 成 立 。 
(2) 设 入 ABC 的 三 个 内 角 分 别 为 ,86,Y。 显 然 有 
L BOA; = ZA,0C =9, Mm 


1 
Soga, c7 R? sina, Syose = R sın 20, 
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式 中 只 表示 AABE 的 外 接 贺 半径 。 同 理 可 证 


1 
- — R2 sin? p 
n 
= R? sin ß Snoac= oF 
SOAB,C R , | 


2 
以 及 | 
SoAc,B” R? siny, SaoAB = dR sın2Y. 
1 
由 此 推出 
SAABCT IR (sin?a + sing + sin2Y) 
及 


= R?(si sin + sin y) 
S AC,BA,CB, = R*(sina + B e 


据 (D 由 后 式 又 得 | 
SA Bec - 9 R? (sing +sinß +sinY), 
0^*909"0 
因为 
259: 


- ginda + sin2f = 9sin(a + P)cos(a — f) 
<2sin (a + B) = 2siny, 
HAXA 
sin2 +sinQy<2 sina, sin27 + sin 2a<2 sin P, 

三 式 相 加 ， 得 

singa + sin?ß + sinQy<sina+sin fj + sin y, 
由 此 得 

] 
Saare Sy OA Bg Co? 

(2) FEE 


第 5 题解 丛 条件 (1) 是 多 余 的 。 对 集合 S 中 一 个 点 P， 
HR FONS H EDA kA Pp, 我 们 取 定 这 样 
的 一 组 点 ， 设 为 Pi,…,P,,t 宇 k。 作 向 量 PP1,*…,PP,， 得 
到 了 这 样 一 个 有 向 图 G , P HARKE PaAI 都 为 
Ai MER S 中 的 每 个 点 Vi;G=1,2,*…,n) 作 这 样 的 有 向 
图 。 在 所 有 这 些 有 向 图 中 ,以 Vi 为 起 点 的 向 量 个 数 设 为 ci;， 
WV; 为 终点 的 问 量 个 数 设 为 5;。 显 见 ， 必 有 等 式 


Sa, u Dar 


RARR, a kasian, 
对 每 一 点 Vi 以 它 为 圆心 作 圆 ， 半径 为 它 的 有 向 图 中 向 
量 的 长 度 。 这 样 得 到 的 ”个 加 的 交点 按 重 数 计 〈 有 即 一 个 点 是 


k 
两 个 团 的 交 就 算 一 次 ， 当 它 是 k 的 加 的 共同 交点 时 就 算 ( 。) 
次 ) 不 会 超过 2《 。). 再 注意 到 对 每 个 点 V1， 它 作为 两 贺 
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的 交点 被 计算 T (Ck. pma 


| ab, 
: ( „Pr 2 )- 
由 前 面 的 讨论 知 


由 以 上 两 式 得 an -2>k?-k, EI (k- 1/D’<an - 7/8,13X E. 
推出 所 要 结论 。 


第 4 题解 营 M2, A ABP HRAD, 2 别 以 
R=AD, r=BC,kh FREA, WZEAAAJJ, HOP 3 
CD 439]. TE AD..LCD,BCi.LCD,PQA4 CD, KEL III 
Di,Ci,Q. Jig AD, =R',BC: =r’. WA 


GC Dı=v CR +r)? — CR’ ~ r^), 
G1Q = v/ (r +Å)? = r’ 一 h)?, 


DiQ ^7 v/(OR c h)* - (R^ - h»?, 
于 是 有 


VOR T)? (R -r’J?=V (r +h)?- ar’ I)? 
+V(R+WM:-(R’-h)2, 
两 边 平 方 后 整理 得 
(R-h)(r-h) - CR/' - hy) (r' - hy - 28? 
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sv +h Cr hye (CR Eh CR De, (Ck) 
HOA OBRBURK ER ER LC CD, ZNOPSTISCDM 
直线 之 间 ， 于 是 有 R+R Sehr tr’ 之 2h4，(24 为 QP 的 直 
RRA R SR r’ <r, th 

CR’ - b) (r' - IF) COR - l0 GA), 

(r - hy)? - (r' hr - hb)? - (r— h)? - rh, 

(R+h)?- (R — h)*zZE(R ch)? - (R- hb)? z ARE, 
RA CO XS 2( - f) rh) - 2h SAW Rr eh, Kia 


Rr>(v Ri tv rk)?, 


图 2 
第 5 题解 党 取 2n 个 互 不 相同 的 = BL 01,0, 2502,85, 
09. HOD TEAM x77 Ee 2 
=-7(modp,;q4;), 1 =1,2,e,%, 


有 解 ， 可 取 正 整数 N 满足 这 同 余 方 程 组 ,这 样 ，N + 1,N +2, 
262 


ne, N en Sk n ABTEI MOAN JE OG EE NA 
P; 6; IN +7, 


第 6 题解 答 ” 记 具有 性 质 P 的 排列 个 数 为 Hn. 一 般 的 ， 
设 ISken, BA{1.2,0¢,k n+l n+2,,n+ki paar 
WR P fy HES ——Bll <x, wyxax> 中 至 少 有 一 个 1(1<i<26- D 
使 1x; 一 Xix1|=7 成 并 的 排列 的 个 数 记 为 Hre RIRES: 
H> (2K) 1/2。 由 此 即 得 所 要 结论 。 当 有 =1 时 ,有 ,=2 结 论 
显然 成 立 。 假 设 对 k=],1<i<n-1, 结 论 成 立 ， 我 们 来 推出 
结论 对 k=7+1] ERL., 

首先 注意 到 这 样 一 个 事实 (*)， MEK xe AF RS 
[i ,2,…,2n;， 存 在 唯一 的 属于 这 集合 的 y, 使 得 |x* | =n, 

G) ÆRE, 2,007, 9 Lycee ti} 的 每 一 个 排列 中 ， 
BA) -1,n-:9i, BTEXXBISOBAD, iX TEJERT fg 到 2 (21 + 
D *(D!: RAEM PRIRA, 2.0, 7 +1, n+l, nt 
7 十 了 的 排列 。 Gi) EA Dens dent A 
^ RR VER P BEY. RAG + 1,2 +741, RPT BAK 
相 邻 ， 但 所 得 的 集合 {1,2 1 3n demnm) e 1) 的 排 
列 仍 具 有 性 质 已 ， 这 种 能 入 至少 有 27(27- 也 种。 所 以 用 这 
FERIT VASE PIU 36 (1,2, 9,7 tl, n+l, ntj 1) HA 
4 TEMLP ASHES S27 (27 - DH. BAGO, GO 得 到 

H j,41227(9] - DH; +2(274+1) * (9D 1, 
由 此 及 假设 知 
H ;+41>1 (27 - 1) ° (27) 1 t2@ D: (27) 
> (27 + 2) 1/2. | 

这 就 证 明了 所 要 的 结论 。 
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第 三 十 一 届 国 际 数 学 奥林匹克 
EE dL a 


编者 按 ”第 三 十 一 届 国 际 数学 奥林匹克 竞赛 于 
1990 年 7 月 在 北京 举行 。 我 国 选 手 取得 了 非常 好 的 
成 绩 ， 获 团体 总 分 第 一 ， 五 位 选手 获得 金 脾 ， 一 位 
获得 银牌 。 下 面 是 竞赛 试题 。 我 们 请 张 筑 生 局 志 写 
了 一 分 试 题 详解。 同时 ， 根 据 我 国 六 位 选手 合川 时 
Was, tea Bie Bes T — y f CT AERE 
色 的 解法 介绍 (和 张 筑 生 同志 相同 的 就 不 介绍 了 )， 
在 此 ， 间 为 我 们 提供 答卷 的 我 国 代 表 队 ， 特 别 是 六 
位 选手 表示 感谢 ! 


第 一 题 ” 辆 的 两 交 AB 与 CD 交 于 网 内 一 点 EE。 设 针 起 
3k AB 上 严 裙 在 E 与 8 之 间 的 一 点 。 过 D,E,M 作 一 贺 ， 设 
在 巨 点 与 该 网 相 切 的 直线 分 别 与 直线 BC 和 C4 相 交 于 局 下 入 


y AM 一 * u EG t 、 一 
G. T ‚IK zy 来 表示 ) 。 


( 原 题 由 印度 提供 ， 经 选 题 委员 会 修改 。) 

第 二 题 ens. 考察 在 圆周 上 给 定 的 由 2n -1 个 不 
相同 的 点 组 成 的 集合 下 。 同 时 ， 考 察 将 已 中 KK 个 点 染 黑 的 染 
色 办 法 。 如 果菜 种 染色 办 法 使 得 某 两 个 染 黑 的 点 之 间 所 夹 上 的 
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MY—-BAMBRGH Ebr 个 点 ， 那 么 我 们 就 说 这 染色 办 
法 是 “好 的 ”。 试 求 具有 以 下 性 质 的 最 小 的 k， 将 EB 中 任意 
的 个 点 染 黑 的 染色 办 法 都 是 “好 的 ”。 C 
( 原 题 四 捷克 和 斯 洛 伐 充 提 供 ， 经 选 题 委员 会 修改 ) 
第 三 题 ” 试 决定 能 使 二 了 是 整数 的 一 切 整数 ">1， 


(R D REER) 

第 四 题 Vt O] REARRMESA. BWUAXR—^ EE. 
Q'—Q', Heike ee: 
=, 


(4.1) fF(xf(y)) = —— Vx,ycQ'. 


(土耳其 供 题 ) 

第 五 题 BE [OU DRE BET 1. AAS BERG 
ATE Rk, HATTER PA BO is BY Be m 0n, 

NET ons TRA AER TER ni. 满足 条 件 


| 2 | 
Ne pe k+ Moke 


知道 了 nax+l， 游 戏 者 有 选取 整数 ne E ROS 是 一 
个 素数 的 正 整 数 次 方 夭 。 
根据 约定 ， 游 戏 者 4 取 到 数 1990 就 获胜 ， 游 戏 者 8 取 到 
数 1 RARE. 
同 对 怎样 的 no, 
(a) A 有 必 胜 策略 ， 
(b) 8 有 必 胜 策 赂 ; 
(c) 两 注 戏 者 都 无 必 胜 策略 ? 
(联邦 德国 供 题 ) 


第 六 题 MEA AFTERALL ea DM) B3 oy 1990 35 
形 : 

D 这 和 多边 形 的 各 内 人 角 相 等 ， 

(i) 这 多 边 形 各 边 的 长 度 是 17,27, --,1989?,1990? 的 
A — ARF. 

( 何 兰 供 题 ) 
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第 三 十 一 届 IMO 竞赛 试题 详解 


KRAGRA FRE R0 


第 三 十 一 届 国 际 数 学 奥林匹克 (M0) T 1990 4£ 7 H8 
日 至 7 月 18 日 在 北 示 举行。 分 别 于 ”3 AH MT 月 13 日 举行 


的 两 场 各 4 5 小 时 的 竞赛 无 疑 是 本 届 IMO 活动 的 中 心 。 按 照 


IMO 的 传 绕 ， 竞 赛 试题 事先 由 东道 国 向 各 参赛 队 征集 ， 然 后 
由 东道 国 的 选 题 委 员 会 进行 初步 箭 选 。 本 届 IMO JE KEIM 
35 个 国家 (或 地 区 ) 寄 来 的 108 道 题 。 选 题 委 员 会 对 这 些 题 
目 进 行 了 认真 细致 的 研究 ， 主 要 做 了 以 下 三 项 工作 ， 

—. 改正 了 许多 题目 及 原 题 所 附 解 答 中 的 错误 ， 

= 对 某 些 题目 进行 了 修改 ， 使 之 更 适 于 作为 IJMO 的 
eA KH IMO 最 后 选 定 的 六 道 帝 赛 题 中 ， 就 有 两 道 是 
经 过 选 题 委员 会 修改 的 题目 )， 

=. 为 大 多 数 题 目 提供 了 更 简明 更 富有 启发 性 的 解 泛 ， 
对 万 外 一 些 题目 补充 了 新 解法 。 
选 题 委 员 会 经 认真 研究 从 108 道 题 中 筛选 出 28 道 题 推荐 给 
主 试 委员 会 。IMO 的 主 试 委员 会 由 各 参赛 队 的 领队 与 东道 国 
选派 的 主席 组 成 。 主 试 委 员 会 对 本 届 选 题 委员 会 推荐 的 28 道 
需 姥 题 进 行 认真 热烈 的 讨论 ， 然 后 通过 表决 确定 六 道 竟 赛 
题 。 王 面 将 要 介绍 的 就 是 本 届 IMO 的 六 道 竞 赛 题 及 这 些 题 
目的 详细 解答 。 有 的 竞赛 题 是 很 难 的 。 例 如 本 届 IMO 的 第 
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六 题 。 虽 然 参赛 的 308 名 选手 是 世界 各 国 中 学 生 中 的 佼佼 
者 ， 但 基本 做 对 第 六 题 的 〈 该 题 得 7 分 或 6 分 者 ) 只 有 19 
人 ， 只 占 参 赛 人 数 的 6 %。 对 这 样 的 题目 ， 本 文 将 尽力 说 明 
解 题 的 电路， 希望 能 对 年 轻 的 朋友 们 有 所 帮助 。 


第 一 题解 答 。” 用 线段 将 点 DD 与 点 4,B 和 MM 联结 起 来 
( 见 图 1)。 因 为” 
ZECF = ZMAD, 
ZCEF = ZDEG=ZEMD, 


所 以 
NCEFDAAMD, 
由 此 得 到 
(1.1) CE*MD=EF*AM, 
为 一 方面 ， 因 为 


LECG = ZMBD, 
ZCGE = <CEF- ZGCE 


= LAMD - ZMBD 


= ZBDM, 
Br 
因而 有 
(1.2) GE*MB=CE*MD, 


由 (1.1) 和 (1.2) 立 即 得 到 
GE MB - EF*AM, 
由 此 ， 进 一 步 得 到 


EF MB (1-t) AB "Ir 


注 记 ”在 上 面 的 讨论 中 ， 我 们 用 到 了 这 样 的 事实 ; 点 G 
在 CA 延长 线 上 。 这 一 事实 可 证 明 如 下 。 因 为 M 严 格 在 5 与 
Beil, PEA 
| ZBDET ZMDE, 
于 是 有 
ZBAC = ZBDE>ZMDE=/BEF, 


因而 直线 CA 与 FE 的 交点 6 应 该 在 线段 C4 的 延长 线 上 。 


第 二 题解 党 ” 瑟 中 的 两 个 点 称 为 是 “相关 的 >， 如 果 这 
ADR Br Xe dg ME ZHAI aA En oP A. PEE 
同 依 此 用 1,2,…,2n 一 1 给 E 的 点 标号 (从 任意 指定 一 点 开 
A). XE, Eug i 相关 的 点 仅 有 两 个 : 1tn+1l1 ( 当 i+fn 
+1>2n- I k&ı+n+ l- @n-D),Mitn-argi-en-2 
>27 一 1 时 是 :+n-2- (2n -1))。 所 以 ，E 中 两 点 相关 的 
充 要 条 件 是 它们 的 标号 相差 n+1 或 n-2， 本 题 就 是 要 决定 


269 


具有 以 下 性 质 的 自然 数 K 的 最 小 值 ， 巨 的 任意 下 个 点 中 至 少 
有 两 点 是 相关 的 ， 

现 将 E 中 任意 两 个 相关 的 点 都 用 线段 联结 起 来 ， 我 们 就 
得 到 以 E 中 的 点 为 顶点 ， 以 这 些 线段 为 边 的 图 G。 由 于 每 一 
所 有 且 仅 有 两 个 点 和 它 相 关 ， 所 以 图 C 在 其 每 一 个 顶点 D 处 
的 度数 dO) CREA p 为 一 个 端点 的 边 的 个 数 ) 都 等 于 2 。 从 
En ， ! 出 发 ， 沿 图 G 的 边 联结 与 ? 相关 的 点 1+n+1( 标 

见 前 约定 )， 依次 这 样 联结 ， 那么 若干 步 后 必 回 到 原 顶 点 
i 这 是 因为 总 共 只 有 有 限 个 点 ， 且 每 点 的 度数 均 为 2。 这 
样 就 得 到 了 图 G 的 一 个 子 图 ， 我们 称 它 为 “ 圈 ”. 由 于 顶点 
度数 均 为 2 ， 所 以 任意 两 个 不 同 的 圈 〈 如 果 有 的 话 》 一定 没 
有 公共 顶点 。 因 而 ， 图 G 是 由 一 些 (可 以 是 一 个 ) 没有 公共 
顶点 的 圈 组 成 ， 相 关 的 点 就 是 同一 个 圈 上 相 邻 的 点 〈 即 一 条 
边 的 两 端点 ) ， 附 图 画 出 了 : n= 5 时 ， 图 G 由 三 个 圈 :， (1,7, 
4,1); (2,8,5,2), {3,9,6,3}44Ms n=6 有 时 ， 图 G 只 有 一 个 
B: {1,8,4,11,7,3,10,6,2,9,5,1}。 
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下 面 来 证 明 ， 对 任意 两 个 点 1x,/«:2n- 1, CNE A 


1—-y=x(n+]) +y(2n-1). 


条 件 的 必要 性 由 圈 的 构造 法 及 标号 的 约定 立即 推出 。 下 证 充 
分 性 。 不 妨 设 x<OCAT AD. BZx=0, Wiy=0, Mes 7 
为 同一 点 ,结论 当然 成 立 。， 阁 x 二 0。 因 为 1 和!1=1+ (nt) 
A -4n-(2n-1) -:1-(n-D-(2n-DOMS:- (n+1)> 
2n - 1 BD ERN—-TEL, MUA 
M 1-7 = (X41) (Nn +1) +y@nr-) 
Í i -j=(&+D(n+D+@W-D@n-D, 
KEFE, BUBB At’, Ixu^s2n-1, E FI istisi 
在 同一 个 圈 上 ， 且 满足 
1” I= (x+(-X))(+1) +y’(2n-)D 
-y'(2n-1), 
这 表明 和 j 为 同一 点 。 这 就 证 明了 充分 性 。 
由 于 
(n+1,2n-])= (nr 1,2n-1-2(n - D) 
=(n+]1,-—3) = (n+1l-3n,-3) 
= (3,2n+1), 
以 下 分 两 种 情形 来 讨论 ; 
情形 IT 3[2n-1, 这 时 (n+1,2n 一 1) =1， 所 以 必 有 
整数 s,t 使 得 


s(n+1) +t(2n -1)=1, 
因此 ， 对 任意 两 点 1 二!1,1 夺 2n -1， 必 有 整数 x,y， 使 得 
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t-7=x(n+1)+y(2Q2n-1), 
所 以 ，E 中 所 有 点 在 同一 个 圈 上 ， 即 G 是 由 单独 一 个 圈 构 
成 。 沿 这 轿 每 隔 一 个 顶点 取 一 个 顶点 ， 可 得 | 2 一 【=n 一 1 


修 两 两 不 相 邻 即 不 相关 的 点 。 但 是 , 任 取 ? 个 点 ,就 必定 
会 出 现 一 对 相 邻 到 相关 的 点 。 所 以 ， 这 时 大 的 最 小 值 等 
Fn, 


SEN 3|2n-1, An 4+1,2n-1)=3. BEEL— ETE 
在 整数 s, 使 
S(n+])+t(2n~1) =3。 
因此 ， 对 两 个 点 IS, jsan-ı FE x,y, ERA 
{1-7=xX(n+1) +y(2n-]) 
成 立 的 充 要 条 件 是 311- 1。 这样 就 推出 ，1,2,3 这 三 个 点 展 
于 不 同 的 圈 ， 以 及 任 一 点 必 属 于 其 中 的 一 个 圈 。 因 而 ，C 由 
三 个 两 两 设 有 公共 顶点 的 圈 组 成 ， 每 个 圈 含 有 (C27n 一 1)/3 个 
顶点 。 在 每 个 轿 上 分 别 每 隔 一 个 顶点 取 一 个 顶点 ， 可 在 每 个 


图 上 得 到 | O0 —D/ 个 两 两 不 相 邻 一 - 即 不 相关 的 点 ， 这 


FE, 总 共 得 到 
(@n-1)/3]_,.@n-D/3-1 
FR 


d 


LÉn-9 
个 两 两 不 相关 的 点 。 但 是 ， 任 取 n-1 个 点 ,就 必定 会 有 
| G0 DR | +1 个 点 属于 同一 个 天 为 什么 D)， 因 此 ， 必 有 


两 个 点 相 邻 一 一 即 相 大。 所 以 ,这 时 关 的 最 小 值 等 于 |. 


注 记 “本题 大 利用 同 余 概 念 来 做 ， 证 明 可 以 表述 得 更 简 
is. 
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第 三 题解 葵 ”首先 ， 因 为 22+1 是 奇数 ， 所 以 满足 要 求 
的 nn 必须 是 奇数 。 其 次 ， 显 然 n = 3 是 本 题 的 一 个 解 。 下面 
将 证 明 本 题 无 其 他 解 ， 因 而 ”= 3 是 唯一 解 。 因 为 任何 奇 整 
数 ”都 可 表示 成 
n=3tem (120, 21m, 31m), 
所 以 只 须 证 明 : 对 于 能 使 得 Ra" 4+ 1 成立 的 n=3'。m， 必 有 
CIO ISI, 
(I) m=, 
为 了 证 明 ( 工 ) ， 将 利用 以 下 事实 ， 
引 理 1 对 于 奇 整 数 s>0, MA 
223 2% + 1=3 (mod9), 
5]38 1 的 证 明 这 引 理 的 结论 可 以 通过 观察 以 下 表格 而 


2?! -2* c 1689 mod 9 S & 


2 2t +} 


-一 这 表格 是 循环 的 ， 从 ! = 7 起 重复 出 现 从 t = 1 开始 的 
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情形 ， 这 就 证 明了 5| 理 1. 
(I) 之 证 明 itii, WA 


2^4122977 +] 


1 


= (95° «m £p (92:3! “tem 295!7l.m t1 


i-i 


Sof] 22 n-22'"^»5. 


k=0 


il 


HAn=3 em, 3?'|n?, PL 
311|9^ 4.1 一 23 *m 1. 
由 引 理 i 可 知 


-1i 


r E bk. 
3! TT (9**3 (m 93 US 4+), 
k=O 


l-i 
34T] (92:8*m osem], 


k=0 


因而 有 


313, 
由 此 得 知 ! <i, 
A TERR CID ， 将 利用 以 下 简单 事实 : 
21382. ”对 于 给 定 的 自然 数 Mh, VET 是 最 小 的 自然 


数 ， 使 得 | 
a?=-] (modh). 


如 果 非 负 整 数 + < I 使 得 
a zs t| (mod k), 
RAMArH=0. 
5]18 2 的 证 明 对 于 
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afzs—] (mod h) 
的 情形 ， 利 用 7 的 最 小 性 就 能 得 到 结论 + = 0 IT 


a’=] (mod A) 


Mess, RIDAR 7 了 的 最 小 性 。 广 意 到 
ai-?=gir "ea" a? 


==—} (modh) 
ULLA . 
OST], 


He Ear = 0. 
(D Sara ARE # m+], Kkr>s5enmd 


I 
iin 


(d 
"e 


2 ”三 一 外 (mod p) 
vx) ERED HB gs 


2izm—] (mod p. 


in | | 
m=qjtr, OMT, 
BB ZA 
(— 1) 927=2299).9' = — | (mod p), 
HN 


"=(-]})?*! (mod p), 


根据 引 理 2 ， 应 有 + = 0 ， 由 此 得 知 
ijn, 
另 一 方面 ，Fermat 小 定理 告诉 我 们 
29P-1=] (mod p), 
因为 一 1 天 0， 根 据 引 理 2 必 有 
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p-1>], 
但 pp 宇 5 是 抑 的 最 小 素 因 数 ， 而 171n， 所 以 只 能 有 
j=] 或 者 7-3. 


对 这 样 的 了 ， 由 

2’=—-] (mod p) 
可 得 

p|3 或 者 plo, 


(Aix Ej p > 5 TB. EHT m=], 
最 后 的 结论 是 ， 唯 一 满足 要 求 的 解 是 
n=3, 


第 四 题解 答 5% kil, Sok BEBEREUT 
各 条 件 : 
d) FR. EKE, WE 


f) = fn. 
XX SE DEAR x SHO fF. 作用 之 ， 就 可 得 到 
fefi)) = f(xf QQG). 


利用 (4.1) 又 可 得 到 | 
f(x) .fG 
yi Yo ° 
ry tk By An 
Dy = Jo. 
这 证 明了 f EEIT. 


(2) fO=1. SEXE Eb, RNA 
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fü a» -fasf£a» -HD, 


+h, ist FE 
fü a»sfo. 
因为 了 是 单 喘 射 ， 所 以 
Fi) =L. 


(3) FE) = 一 .这 是 因为 


lY. . 1l 
(S )e fado» = 4. 


(5) f(x«t) -fGO St). SE bk, £4.) Ph 


WA tee EM 
(xr p £00 __f@) 
( (1(+-))) f(4) TO 
=f (eft. 
FE All FA DATE 
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f (xet) = f(x) fit). 
反 过 来 ， 如 果 国 数 J:o'-—o0" BA LEN 性 质 (3) 
和 (5)， 那 么 显然 有 
ff) = Fe FE) 10, 


Blea 了 满足 (4.1) 。 我 们 只 须 构造 一 个 具有 上 上 面 性 质 (1) 一 
(5) 的 函数 了。 由 性 质 (4) , (5) 知 具 须 对 任意 素数 Pp 规定 f (0) 
HHE. 

将 全 体 素 数 按 从 小 到 大 的 顺序 排列 ， 


PisPo9* s P eos , 99. 


首先 ， 我 们 规定 
LINT AR j AA A 3 


f(py = zs AUR j AR. 


然后 ， 按 照 关系 
f x«t) = f(x) of (), 


lY. 1 
(5) fa» 
将 f 的 定义 范围 扩充 到 全 体 正 有 理 数 的 集合 Ot. E Nux 
定义 的 函数 
f:o'>o* 
WE SES) 和 (5)， 因 而 满足 条 件 (4.1。 


第 五 题解 并 ”我们 约定 记 
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| 从 这 Teg 开始 ， | 
We) nyc N »» DHL eve x e 
| A 有 必 胜 策 略 
因为 45? = 20252-1990, MARAA 
(45,46,**.19090)] ZW, 
”我 们 找 一 个 自然 数 ， 要 求 抹 去 其 任何 一 个 素数 方 材 因 子 
之 后 记得 之 数 不 小 于 45。 易 见 
22:x3x5xX7=420 
殊 是 一 个 合乎 要 求 的 数 ， 若 nm 委 420 委 104， 则 4 第 一 次 只 须 
"TRV URE RE. 因为 
2] «420«21^, 
Br. 
{21 22,0 44} CW, | 
接着 ， 我 们 试 找 一 个 自然 数 ， 要 求 抹 去 其 任何 一 个 素数 方 咎 
因子 之 后 所 得 的 数 人 不 小 于 21. BU 


2°x3x7= 168 
合乎 要 求 。 因 为 
13<168<13°, 
所 以 
{13,14,° ,20}CW, 


再 : 找 一 个 数 ， 要 求 林 去 其 任何 一 个 素数 方 村 因子 之 后 所 得 的 
数 不 小 于 13。 易 见 


合乎 要 求 。 因 为 
11<105<11?, 
所 以 
{11,12}cw, 
再 找 一 个 数 ， 要 求 抹 去 其 任何 一 个 素数 方 医 因 子 之 后 所 得 的 
数 不 小 于 11。 易 见 
22x3x5=60 
合乎 要 求 。 因 为 
8<60<8?, 
所 以 
(8,9,10) ZW. 
XP T 0,199085 IB, BADER Hob F 3 的 自然 数 
m, 使 得 | 


IM x eg eg FR 
FH, 4 可 取 m =27*'x3*, KH SRE, BA 
OX, «s. 


zin1990, WA An ARE mo。 游戏 者 4 重复 上 面 所 说 的 策 


IR; 又 能 使 得 
sun, <n, 


在 有 限 步 之 后 ，A 总 能 使 n,x 下 降 到 这 样 一 种 情形 ， 
8<n,,<51990. 


由 此 得 知 ，m>1990 时 ，4 总 可 获胜 。 

Ping <5, MELS SN, WMuBSRART AA 
的 素数 因子 (因为 最 小 三 个 相 漠 素数 之 积 2x3x5=30>5 )， 
并 且 只 要 ni 不 是 完全 平方 数 就 一 定 有 mS TS OUS AT 
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p>vn. 
TE, Bu 
= LVN, N. 


继续 这 样 的 策略 ，B 能 使 n,4 逐 步 递 降 , 直 到 取得 1 。 因 此 ， 
只 要 no <5, RE B MARE. 注 登 这 里 所 取 m 至 多 只 有 
次 个 不 同 的 素 因 子 是 关 和 键 。 

对 于 n6 = 6 或 者 ne = 7 的 人 情形，16 =36 或 者 73 =49。 AM 
选取 介 于 nO 与 m6 之 间 的 至 少 有 三 个 相 蜡 的 素数 因子 之 数 ( 根 
据 刚 才 的 分 析 ， 选 取 少 于 三 个 素数 因子 之 数 将 导致 A 的 失 
W. TE, mAAR RIE 


n =2x3x5 mid n=2x3x7. 


中 取 ?2 的 正确 策略 应 是 取 MRARKARA Ta 8:3 
2X Car WE n8, HM BAAD. 于是，8 只 能 选取 ns = 6。 
接 下 去 双方 不 得 不 轮流 选取 

30,6,30,6,30,6,°。 
洲 戏 将 不 分 胜 负 ，。 
经 上 所 述 ， 我 们 得 出 结论 

(a) Eh A BUA RESIS, 

(b) ny Sot D A AHER MAS, 

(c) ny- 6 或 了 时 ， 双 方 均 无 必 胜 策略 。 

第 六 题解 答 ” ”我们 首先 通过 分 析 将 问题 转化 成 更 易于 处 
FERJER. 假设 满足 上 述 条 件 的 1990 边 形 存在 。 沿 反 时 针 方 
向 给 这 多 边 形 的 各 边 定 向 ， 再 将 各 边 的 起 点 移 到 原点 ， 这 样 
得 到 1990 个 向 量 。 相 邻 的 两 边 对 应 的 两 向 量 相 邻 ， 它 们 之 间 
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的 夹 角 为 a= on (这 是 A D 2358 JB B9 du 每 个 内 A 39 为 


一 0)。 以 复数 表示 平面 向量 ， 原 问题 转化 为 ， 求 证 存在 县 有 
CL PHI CD , (2) 和 (3) 的 1990 个 复数 ， 

Cl) 相 邻 两 复数 之 间 的 夹 角 为 xs# 

CD 各 复数 的 长 度 是 12,22，…,19902 的 某 一 排列 ; 

(3) 这 些 复 数 之 和 等 于 0 ， 

这 就 是 说 ， 我 们 需要 求 得 12,2:,， ,1990? 的 一 个 排 列 3， 
Tis? Nios, 使 得 


1989 


2; n,el*^ =Q, 


如 果 将 这 些 复数 的 长 度 n 看 成 “重量 ”， 那 么 同 题 又 可 转述 
A: Be (PACER RS ACR], rk 1,2%, ,1990° 
这 些 “ 重 量 ” 按 茶 种 次 序 放 到 等 分 略 周 的 1990 个 点 上 ， 要 求 
这 系统 的 重心 落 到 圆心 上 上。 下面 ,我 们 就 来 解决 这 一 问题 ， 
一 步 。 依 次 将 ,2:,*…,1990? 这 些 “重量 ”每 两 个 分 
成 一 组 ， 这 样 得 到 995 组 ， 
{12,22}, {37,47}, «,{1989?,1990°}, 


将 问 一 组 中 的 两 个 “重量 ” 放 到 单位 圆 周 的 KNER 
上 。 至 于 哪 一 组 放 到 哪 一 条 直径 的 两 端 ju f niis Ie 
确定 、 这 样 ， 各 组 中 两 复数 之 和 的 长 度 分 别 为 
3,7,11,**,3979 
CH DA 3. ABAAW SARI). 
于 是 ， 问 题 进 一 步 转化 为 ， 将 3,7,11,*… ,3979 这 些 “ 重 量 ”， 
放 到 等 分 阅 周 的 995 个 点 上 ， 要 求 重 心 落 到 关心 上 。 
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BD. RIESA 
995 25x 190, 


由 此 得 到 启发 ， 再 将 3,7,11,*… ,3979 这 些 “ 重 量 ”》” 每 五 个 分 
成 一 组 ， 共 分 成 199 组 ， 

i (3,7,11,15,19), {23,27,31,35,39}, 
Ck) | {43,47,51,55,59} ,**, 

| ©, {3963 ,3967 3971539753979}, 


id B = = 2H ,y= 。 我 们 把 顶点 在 


iY ppZiy aši} 4iy 
1,e ,€ ,€ ,€ 


PERDERA fl， 并 把 正 五 边 形 e? FIER Fir» KK 
Ck ) 中 所 列 的 199 组 “重量 ” 放 到 Fi,F,** Figg 这些 正 五 
ue HM Tie b. FB we 190 组 的 995 个 复数 ， 其 中 第 
K+1 组 为 

(20k + 3) e!*^ , (20k + 7)eiks+»), 

(20k + 11) ei eo +27) ; (20k + 15) e(&^*3), 

(20k + 19) ek PH, 
Ju GS brise" 有 这 样 的 性 质 : 


] + el? + e2ir +e3i? + e+i? = 0. 


办 而 第 Ek + 1 组 中 的 五 个 复数 之 和 可 以 化 篇 为 
n ci^ Bb ; 
这 里 
n=3+7el” + 1fe7!” + 15e?!" 二 19e4t7 。 


于 是 ， 所 有 这 199 组 共 995 个 复数 之 总 和 为 
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NCL + ef! zen pel? Fi) =0, 


我 们 证 明了 ， 看 在 满足 条 件 (1) , (2) 和 (3) 的 1990 个 复数 。 因 
而 ， 缚 实 存 在 满足 题目 条 件 收 和 (ii) 的 凸 1990 边 形 。 

取 后 ， 我 们 指出 ， 可 以 将 上 面 的 解答 简单 地 整理 成 以 下 
几 行 式 子 再 加 上 几 名 说 明 的 话 ， 


1958 4 


0 =») > (20k +41 + 3) elk * iy 


k=0 [-0 


198 4 


= ^ » 0k -21 -2)*- (10k +21 + D?jettk* im 


k=0 [=0 


198 


4 2 
> > ^ (10K +l + in)?ett kP* 19 €m3o ; 


k=0 1-0 m-l 
当 指 标 ky 950,1, °°, 198, 指标 l jai Jj 0,1, 5,4, JE Ts (m he 
历 1,2 的 时 个， 表示 式 | 


10k +2?! + m 


3 JA 1 到 1990 的 所 有 自然 数 。 与 此 同时 ， 表 示 式 


遍历 1 e?! e, el Pe oes ix 199074 48 &. 

in Ha, RTD DLBH PETERS 199034 JE 18 Sc Ih 

为 此 ， 只 须 指出 这 样 的 事实 ， 无 论 将 这 封闭 折线 的 哪 一 - 
条 边 延 长 成 直线 ， 折 线 其 余 所 有 的 顶点 都 位 于 该 直线 的 同一 
fu. 

设 所 作 的 封闭 折线 是 AoA1…Aigssho。 在 上 面 的 讨论 中 ， 
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我 们 已 将 向 量 A.A。,, ,表示 为 复数 ， 


— iSc 
AsAsgi) =7,€' , 


其 中 
-21 
~ 1980’ 
必要 时 可 以 将 这 图 形 Ao À1*** Aıgse Ay HE 转 a Hg xs 225 EI 
并 相应 地 改变 各 顶点 的 编号 ， 总 可 以 将 我 们 所 关心 的 任何 一 
边 重 新 标号 为 46。A41， 并 且 仍 可 设 
Ad anei, 
以 下 为 简便 起 泥 ， 我 们 省 去 新 记号 中 的 撒 “《“’”， 直 和 截 了 当地 
TEX BATIN ER HY FE 33 32 TE AoA FH, BALAI HA, = 
— CAES ERI HR. AA = 0A TE 向 实 轴 的 正方 向 。 我 们 3523 
> JOUR — ja SR id FLA ZUR ES PCI E. 
Tee ROTAS 


a A1990 = Ade 


一 一 -一 k=l 
Ak = OAk= D,ArArzı 
r--0 

k-i 1989 

— ira _ : i 

= X n,e na >) mets" , 
r=0 $-K 

对 于 O<r<k<995, PRA 


. 0f 
Sin ra = sin -— —2n f, 


1990 
因而 


kt 
Im(A,) = >n, im(e!™@ ) 


r= 
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k~i 
= > n, sin ra 


T=) 
>n sin a>0, 
对 于 996<k<s< 1989, BAA 


S 


— Sin $a = 7-959027 7 0» 
因而 
1989 
Im(A,) = -一 > n ,Im (eit? ) 
S-k 
1985 


= 一 > nsin Sa 
s-k 


> — nigsusin 19898 
= Mog sin a>Q, 
我 们 看 到 ， 折 线 其 余 所 有 的 天 点 都 位 于 AA 所 在 直线 
的 同一 侦 ， 而 AA 可 以 是 这 封 用 折线 的 任何 一 条 边 。 因 此 ， 
所 作 的 1990 边 封 半 折线 确实 构成 一 个 凸 多 边 形 。 
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第 三 十 一 届 IMO 我 国 选手 解答 介绍 


我 国 参赛 的 六 位 选手 是 : TE, SE. ER, ER, 
RED: 及 张 NP SE. PR TORSTEN RA ZI flf] 
在 参赛 时 还 给 出 了 不 同 的 解法 。 下面 是 他 们 关于 第 一 、 二 、 
三 、 六 题 的 一 些 有 特色 的 解法 介绍 。 在 编写 时 作 D RI 
理 ， 主 要 介绍 解 题 的 思想 和 关键 步骤 ， 一 些 具体 推 民 将 留 给 


RE 


第 一 M 

余 嘉 联 、 汪 建华 的 解法 (ARIRE) 

C1》 由 MM 点 严格 在 658 内 知 二 MEF 二 了 MhC， 所 以 点 
G.A K CARM. FE, X4 F,B ÆA CRN. 

(2) 由 面积 公式 、 正 下 定理 等 推出 


GE _sin {ECG | sin EFC 


EF sin{/ECF sinZzEGC" 


IR] RE E LB s 
BM _sm“BDM , sing BAD 


—ÁA— E 


AM sinZADM  sinz ABD" 


(3) ARTZ. (AUS JR RIO ee BSE LH 
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ZBDM=ZCGE, ZADM=ZCFE., 
(4) 


库 超 的 解法 
OD fg AP EF FGF.AP 4 Fi 4% CDL.CB-F AH.P 
CLAD, AH | 


(2) ZBEF=ZEDM, ZHAE=ZMDE, B EI 
A,H,M,D WHAKA. 

3) 由 (C2) 及 A4,B,C,D 四 点 共立 推出 人 EHM = LEAD 
= LECB, Wi HM 和 BC 平行， 并 有 
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(4) 


第 二 a 
我 国 选手 本 题 的 解法 基本 上 相同 ， 都 用 了 同 余 的 概念 和 
性 质 。 特 别 是 汪 建 华 、 王 由 的 解法 论证 严格 ， 表 述 简 尘 。 下 
面 介绍 他 们 的 解法 . 
(1》 按 硕 时 和 针 方 向 ， 从 某 点 开始 依次 将 这 27 ~ 1 个 扩编 
号 为 1,2,…,27 一 1。 并 继续 往 下 重复 编号 ， 2n,2n + le, 
这 样 ， 每 个 点 有 无 穷 多 个 编号 ， 但 只 要 


1zj (mod 2n ~ 1), 


i M RRRA, Rites. 

(2) 234342n- 1H, (2n-1,n-2) =1。 在 这 情形 ， 我 
们 从 友 1 开始 ， 依 此 将 点 ar=1+r(n-2) 与 点 artt= 工 + 
(r+ 1)(n~ 2)382%, r =0,1,+,2n~2, Br (2n - 1,n-2) 
-1, PRU, 24 ru Hj 2n -1 的 一 个 完全 剩余 系 0,1,…， 
2n-2 Bf, L-rin - 20488 ES 2n — 1 的 完全 剩余 系 。 因 此 ， 
从 点 工 开始 的 这 一 条 连 线 联 结 了 所 有 这 On ~- 工 个 点 ， 且 每 点 
T8 1H Bl— te. TERRE dani 和 a, 是 同一 点 ， 所 以 ， XX —3E£k 
形成 一 个 回路 7 . 

(3) 将 点 asais saon PEER n PAB, Il JE PA 
"HABER Ort 同时 被 染 黑 ， 因 此 ， 这 种 染 色 方 式 一 定 

(4) 将 aas， 和 dns 这 2 1 TARA, 这 种 染色 方 
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式 不 是 好 的 。 
(5) 243f2n— L1, kg MEA n. 
(6) 243|2n-ilst, (9n-1,n—-2) =3。 记 点 
yor =L+r{n-2), 
Aa; =Z+rin-2), 
Gyr 29 +tren-2), 


CD 将 点 ay 与 点 a1s+4: AE, PME n 20,1, 
ed. 1 时 得 到 一 个 回路 Ti 所 有 横 3 A 1 的 点 在 Ti 中 恰 


出 现 一 次 。 同 样 的 ， 将 点 Go, 与 aayr+i 相 连 ， 得 到 回路 Too 
所 有 模 3 余 2 的 点 在 了， "chi JR azs r3 r «1 AH 
连 ， 得 到 回路 Ts， 所 有 模 3 余 0 的 点 在 Ts PARA 一 次 。 
此 外 ， 回 路 Ts, Ts. Ts 两 两 没有 公共 点 ， 每 个 回路 中 有 On 
—1)/84 5i. 

(8) RES 09501, *** 5025-2 PRERE 2-1 TA, D 


必 有 一 个 回路 Td o | + 工 = 二 + 1 个 点 进而 推出 


在 这 问 路 T ; 中 必 有 相 邻 两 点 ajroyajrorl WE RR. Al 
此 ， 这 种 染色 方式 一 定 是 好 的 ，。 

(9) Ti TE 05,150 ss» tt 4o n- 8» 7=1,2,3, XX n -2 
个 点 染 黑 ， 则 这 种 染色 方法 不 是 好 的 。 

(10〉 当 312n -1 时 ,上 的 最 小 值 为 nn-1。 


第 三 ox 


本 题 汪 建华 、 王 和 其 、 余 嘉 联 、 张 朝晖 、 及 库 超 的 解法 基 
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C Ea EM” MAERA, MATRA 
n= im, 1>0,31m,21m, Ck) 

HIER, RIR 1>] 的 全 部 整数 解 O，。 

(2) 用 归纳 法 证 明 ， 对 任意 整数 Kk 之 1 必 有 

3k|937 44, gk! 49357 rn, 
(3) 设 k,s EXE. MA, 3"| 25 + 工 的 充 要 条 件 是 
218, 3:|s。 
(4) 车? 是 解 ， 则 在 表示 式 (* ) 中 的 I<I. 
HIDDEN RATER 4 使 得 
1122 +i, 

再 设 do 是 使 上 式 成 立 的 最 小 正 整数 。 那 么 ， 若 对 正 整 数 % 


有 + 
q|92* +i 或 ql2° -1, 


HAA dole CBR SLA RRA). 

(6) WERTE p, HAA pl2P 4-1, 

CO G@ns he, NR) m=1, H E 证 法 ， 
E; ml1, Wns BAS. kr 是 妈 的 最 小 素 因 子 ， 
do 是 使 p124+1 的 最 小 正 整 数 。 证 明 必 有 

dajn, dalp - l, 
ALFA CO FEM; BA do=1 或 3。 但 这 和 7 是 大 于 3 的 素数 
WS. 
D 这 不 是 他 们 的 提 法 。 这 里 只 是 为 了 以 下 叙述 方便 。 
29: 


AZ 83 REE 

他 在 证 明 中 用 了 Euler 4g SB. imal, (a,m) 21, Ni 
有 aym) ==1 (mod m), jx $ (m) jk Euler jt, HBA 1,2, 
e Vm 中 和 机 互 素 的 数 的 个 数 。 下 面 介绍 周 彤 解法 的 思想 ,但 
不 用 Euler gM, 

COD HEETE m, MA I<dsen 使 得 


24 zz] (mod m). 


设 d. AE bEXkEXLRHUARAIEXEX. MA, Ap 
2l =] (mod m), 
则 必 有 doll. 
(2) Ji mo1, Nu 2"zEl(Qmod m). MRE. MA. 
UA m zi By 4 
9" —] (mod m), Ck * ) 
ix p 古风 的 最 小 素 因 子 。do 是 使 
2d o zz] (mod p) 
成 立 的 最 小 正 整 数 。 由 于 01 及 2? '=1¢modp), ATLA 
1<d,<p I<p, 
Alt, do AR BAT pip. H3— ij, 2°=1(mod p), 
Ei GA dg im, piim. Xx A p 的 最 小 性 矛盾 。 
EI JAB AEA Euler 定理 证 (2). 证明 如 下 ; dm 
EAC RART 1 的 最 小 正 整 数 。 再 设 d. 是 使 
odizc] (mod m,) 
成 立 的 最 小 正 整 数 。 由 (1 dlm, AA 
292 


2d 1zx] (mod dj) e 


Hg m, 的 最 小 性 知 丰 = 或 Wi。 由 如 全 1 知 dAl He, 的 
最 小 性 及 Euler Mand <b (m). 4m > B4 m60n), 
所 以 disem,. Abst I) TERRY. 

(3) HCD, OO EE HE, 4mBAF LBA Rhy, (DA 
的 d, i iE 1 dom, 

(4) 设 正 整 数 n 满足 


2?^oz1 (mod no), Ck x)’ 


2to=] (mod n,) 
成 立 的 最 小 正 整数 ， 若 mo>>1， 则 5 必 为 偶数 。 因 为， 由 
CIAN tol 2ng At, HAR, M toi nno, AMA 

2"ozz] (mod no), 

但 由 (2) 知 这 是 不 可 能 的 。 设 与 =27， 则 有 ?no。 此 外 ,由 
(Ant «n, FALAN <No ER, m 亦 W EAC k)’, R 
22” i=] (mod nj, 

(5) WOHE, HE m1, 就 可 重复 E 面 的 步 
NR. FEZ] nafni naam, BWE | 


2732 =] (mod n,), 


iH, ZARF la Rs S] T— BIE BR nomen, 
—üe-1, ME 741117 及 


214m] (modny),  j20,L,,k, 
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Hi Neo = 1 推出 n.=3, ulpa n.-112°-1= 63, 
(6) ben>1 是 本 题 的 解 。 显 见 有 


Q"=—I1(modn),  22"==] (mod m), 


取 (5) 中 的 ny 2n, #n,>3, Bp Co in nn. F 面 来 讨 
ren... 的 可 能 的 取 值 , 
Fin, =3 |Ak- n. 6341 GT |n, ML ne, 
lin. Bi 
2^ == (25) ws =] (mod 7), 


这 和 和 出 2" == — j (mod n) HENNY 9% == — 1 (mod DX. DE 
Ir... 则 必 有 mi =9。 国 此 ms 必 可 珍品 


n=ty=3'm, L2; 2 tm, 37m, 


T GE Ee EB By SER. 
C) eb JETER. 那么 使 
2'==] (mod 31) 
KLA BS 392«3'. in HE 
9*:3 "'z*1(modg!*!y, 
用 归纳 法 证 。 
(8) 右 2 = ?o>>3 是 解 ， 则 有 
2° =1(mod n?), 
HOR 必 有 91n。 而 由 (1D) ,C7) 知 上 式 对 这 样 的 n 不 可 能 成 
六 。 所 以 ， 仅 有 解 n =3, 


第 六 M 
本 题 的 解法 都 是 归结 为 求 1,2,… ,1990 的 一 个 排列 ，r,。 
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raseeris 使 得 


1990 


S ei^ 7 =0, 


xHa=2n/i 990. 注意 到 。 e2 Ti =, TER 
«,1990 的 一 个 排列 myrsy…srieso， 及 模 1990 的 一 个 完 人 条 
AR A UT. Uy *5* Higg0 使 得 


19960 


» rein = o (x) 


. "qr! 
OCFHARAATEXE)E. PU ADE 的 Wed. ERWI iki 
众 不 同 。 
汪 建 华 的 解法 Oe 
Qn. = 10k), 1510, 0K 198. 
b,,,=10k+199l, OSIS9, ORAS «198. 
E apy 恰好 取 L,2,-,19090 KI, HET—K. FO 
等 数论 知 ，b4,1 恰 好 是 模 1990 的 一 个 完全 剩余 系 。 
Te =4 he Oke tag e? bua + di, gei basa 
十 „el bk,6 tar, er ok, ,8 + dl. ei^ 0 ,,5 
+a? seio bi,7 +a? et bu,» + at ge basi 


+at,106 ^ 1,9, 


S. Jo, 
198 
T = T. 
k=0 


识 给 出 了 式 (*) 左 边 形式 的 和 式 ，。 Fe Ur BT = 0. AH 
T iH 
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T. -— _ seltoke DS (9j _ l)et2 R(Jm1)/5 ， 
j=] 
右边 的 和 式 是 与 5 FORA BR. HENMAT=0, 
ASHI REA ik 


í isk 三 1997 +k, 0</<I9, 1<k<199, 
NL, ay tif SEAT UCHEEEI,2,.,1990:Xx HR. EHE 


Do sk = Ao ns bae = suy Das = PED Da: =Agiry 
bk = 4g uk De ke Ask Desk = TER 07 Tk» 
b 


89k 7 3,k9 bosk T o, ke 


并 约定 


MZ 


b yin -b11 [=j(mod 10). 
对 每 一 个 k 取 定 一 个 整数 mu, FF BAAR 
9 
Sk = D biem p el? isk, 
j-49 
199 


S => Sk 
k=1 


就 给 出 了 形 如 式 (# ?左边 的 和 式 。 容 易 算出 
S, - [5-190* 9727 ei*4199 jf lets som in, 


{ABM E JC 关 的 当 数 。 下 面 来 确定 m, BUE. hF 
0<m<sg, 1<Ik<199 Hb, 190m +k 恰好 每 个 一 次 地 取 1,2， 
…,1990 X (A. Alt, — E T A Hx Blo<m,<9, 使 得 
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c, = 190m, +k, 4 k 5 1,2,3,-, LOOT, A FR 10,20,30, 0%, 
1990 这 199 个 数 ( 次 序 可 以 不 同 )。 由 此 即 得 S = 0. 
注 记 ”请 读者 比较 汪 建 华 、 周 彤 的 解 蔷 的 异同 。 
王 松 的 解法 ”考虑 多 项 式 
GCL) 2 x** 199 4 F199 p 27199  x199 41, 
H (x) 2 x5* 198  x5*197 e E x57 ? + x9 4], 
以 及 | 

M,C) = GOD C199xP? + 1908x!?! + oe 2x +1), 

M(x) = HOO) (4199x? + 3*199x? + 2*199x + 199), 

M (X) =M,(x) + M,(%), 

容 岛 看 出 ，M (Xx) 是 994 次 多 项 式 ， 系 数 必 在 1,2,… ,995 这 些 
值 之 中 。 我 们 来 证 明 M (x) 的 系数 两 两 不 同 ， 因 此 恰好 1,2， 
… ,995 各 出 现 一 次 。 

(1) Mix) 中 出 现 x! 项 , j=199 +k, O<Ii<4, 0<k 
«198, HEM ARa;,=k+1. PEE MOR O 
<994) ABA, AA Bre Wie l<a;<199, 

(2) M,CO rm 1H Bx? 3j, ) =5k el, 0<I<3, O<k< 
198, Hew E >, =1990 +1), | 

(3) MGxz) 中 没有 两 项 的 系数 相同 。 用 反 证 法 。 假 车 xz 办 
AIX? :的 系数 cj Ale; FAS, Amm. RNA 


063, 704, +25,» Cy, 704, tbj o 


因此 ， 
dj, — 43, =b; -bj 


HDA, BA 
0zija;, -4,,|] 198, 
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Ha; -a =0, d C HEH199| 0 - 70. 3 —J ij, ixXtt 
必 有 2b;, - b. LH (2) 41,5) C02 7 20. dE H 9951 C2 — 70. 
IB E AH0 3:71, «994, HK. 

进而 考虑 多 项 式 


N(xX) =4M Cx) — (x99 + 993 + cee eet), 


N(X) 994K 4 HK, MAR AH, - 1, OSISIY4, cj 
好 每 个 一 次 地 取 值 1 ,2,…. ,995。 因此 


99 4 


N(x) = >) (4c;— Dx! 


j= 0 


094 994 


= >) (20;)?x? - S (2e; - D'xf, 
jo | 


1-29 


9541 994. 


N(e?1* ) = > (2e ;)? el?(2 3 4 D Qo; 1)?ei? (2 j}+995) 
j=0 | 


j=0 
WI, Awe ean se ) 的 和 式 。 但 另 一 方 a B NOH 
^E X. f on TEL N Ce*!* ) = 0, 
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初等 数学 问题 (1) 解答 


1。 如 果 第 一 组 数 中 有 三 个 0， 另 一 个 不 是 OMAR 
2H 2 An a RAE 0. 它们 与 第 一 组 不 同 ,这 时 命题 成 立 ， 

如 果 第 一 组 数 中 有 两 个 0 。 当 这 两 个 0 不 相 邻 时 ， 同 样 
出 到 第 二 组 开始 各 组 全 是 0 的 现象 。 当 这 两 个 0 相 邻 时 ， 第 
一 组 一 定 是 3 个 0， 史 一 个 不 是 0 。 这 样 ， 从 第 三 组 开始 的 
党 组 全 都 是 0 。 可 见 ， 第 一 组 中 有 两 个 是 0 DENT TUE 
0 时 ， 命 题 成 江 。 

旭 果 第 一 组 数 中 有 一 个 0 ， 另 外 三 个 都 不 是 0 。 那 么 第 
TRO ABT 0 (为 外 两 个 不 是 0)， 第 三 组 数 就 有 三 个 0 
《 汶 一 个 数 不 是 0 ) , 同 理 可 知 ， 第 一 组 数 中 有 一 个 0 时 ， 命 
RU EX M. 

Sik, B-Ab 0 (但 不 全 为 0) 时 ， 命 题 得 证 。 

以 下 设 第 一 组 数 中 都 不 是 0 。 考 虑 各 组 数 的 符号 。 

如 果 第 一 组 煞 中 有 一 个 是 负数 ， 为 外 三 个 是 正 数 ， 那 么 
从 第 一 组 开始 的 符号 将 是 


i PU ! 十 十 十- | 
| 第 二 组 | 了 +-- | 
— 1 u | LL 
i 
第 三 组 | +-+- | 
1 一 一 -一 一 i 
| | 
;第 办 组 | ---- | 
j dem e pL 
| ® mum | ++ + + | 


这 表明 第 二 、 三 、 四 . 五 组 与 第 一 组 不 同 ， 且 从 第 五 组 开始 
的 各 组 总 是 正 数 ， 也 与 第 一 组 不 同 。 因 此 ， 第 一 组 中 有 一 个 
是 负数 ， 三 个 是 正 数 时 ， 命 题 得 证 ，。 

如 果 第 一 组 数 中 两 个 负数 两 个 正 数 。 则 是 上 面 表 中 第 二 
行 或 第 三 行 的 情形 ， 同 理 可 知 命题 成 立 。 同 理 知 ， 当 第 一 组 
中 四 个 都 是 负数 时 ， 售 题 也 成 立 。 

如 采 第 一 组 数 中 有 三 个 负数 ， 一 个 正 数 、 那 么 第 二 组 数 
就 一 定 是 两 个 负数 两 个 正 数 。 这 种 情况 下 实际 上 也 得 到 上 证 
9j. 

综 上 ， 第 一 组 数 全 不 为 0 且 有 负数 时 ， 命 题 得 证 。 

以 下 设 第 一 组 中 四 个 数 都 是 正 数 ， 且 不 剖 是 1. 

设 第 一 组 数 为 4,b6,c,4。 第 二 组 数 就 是 ab,be,cd,da, TE 
如 

ab=a, be=b, cd=c, da=d, 
那么 就 有 @=b=c=d=1, FARA. KRAE LH 与 
第 一 组 数 不 同 。 
芳 查 各 组 数 的 积 形成 的 数列 ， 
abcd, (abed)? , (abed) 4, oee, (abed)?" ^ eee, 


RRA kOXIO, EGG k A SBA x 相同 ， 那 么 一 定 
有 
abcd = (abed)? ', 
所 以 
abed=], 
等 式 abed= (ab) + (cd) = (ad) + (bc) =1 SHA. FE ab,cd 中 一 
定 有 一 个 不 少 于 1， 砾 一 个 不 多 于 1。 不 妨 设 abel, eis], 


300 


EHE, Eal, be 中 也 有 一 个 不 少 于 1, A-TASF I. 
当 ad 之 1,be 志 1 时， 为 书写 方便 起 见 ， 记 ad=a,ad=fB, 
1 I 


Rij cd=—-, be = 


如 果 0 之 之 1, 则 1 之 五 之 万， 从 第 二 组 数列 写 下 去 ， 各 
组 数列 是 
Tr (第 二 组 》 


Q 


Tl 
?有 a 


1 Æ "ma 
Bap a 2283 CEZA) 


1 l1 

pirat P at; (第 四 组 ) 
1 p? a? x 

a? p? (quio, p? CERA) 
1 1 

yao, p CEH) 


容 多 看 出 从 第 二 组 开始 各 组 中 的 最 大 数 依次 是 
a,ap,a*,a°f*,a‘, “ee 


显然 
aK KPLA 


ix PH, “aS kit, AS MARIS AR PRIA 
BE GE) 递增 的 。 
mA hb 之 a 之 1 上 时， 各 组 最 大 数 古 
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Bap, f* at 62, bs," 
Bap <P? <a? PP<= pt <r 
同样 有 这 种 “最 大 数 递增 ” 现象。 根据 以 上 分 析 知 
6= ad>1,6p6= 方 二 i 时 ， 从 第 三 组 数 开始 ， 各 组 的 最 大 数 形 


成 的 数列 是 递增 数列 。 如 果 be>i,ad<ı, Wk B=be, TER 
有 这 种 最 大 数 递 增 现象 。 这 种 递增 现象 表明 ， 如 果 某 一 组 与 
第 一 组 相同 ， 它 们 的 最 大 数 也 一 定 相同 ， 不 妨 设 


a = aß = g? =g? p? =at = on, 


XA 


WMa=ß=1. MAFF b RERS ARRE 


[EB ab = be =cd=da=1, Hla =b=¢c=d4d=1], BESTE. 
IPRA, KEEkEN, kl, (dU RAH 与 第 一 组 
数 相 同 。 

我 们 已 证 了 第 二 组 数 与 第 一 组 数 不 同 、 可 见 ， 从 第 二 组 
开始 的 任何 一 组 数 与 第 一 组 数 都 不 同 。 


2, fi m,m t 1,m € 2,««,m +n 4r fg Ay, A rh 2 mil 
F. BE 
mind | * a, (0,1, 9,0), 
其 中 Ifa GEN a AE eee, 
ig a = max (09,01, *** Us], B iz A ied, { 2% ea; = 2° 
04;, HUI TI. BBA 
M+t=2° +a,<m+]=2°e.a,, 
这 表明 a; <a;, 
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fHa,,a, HBR. TRE at, BE Sa ct«a, 
(t HBR) ,那么 就 有 


M+1=2% «© aLI t«2* ay; zm f, 
IX FEHR 2° te (m,m e], m -n), fA t Jii. BREL 2^ «t 
| l t _ ul _ 
2 (a) (, c N). 这 表明 ü«cmaxíag,a,,*«,ü4 P, 5 


mente OA GFW RTE A], E2 a, = 2% ea; 
eh. HERA Mm + lee M+ nee, A 2" 因数 的 
元 色 有 一 人 个。 这 2a=ok(KEt0 nj BI mek- 
2^ * ay, 
ZIERT 


1 H 1 ) 
( a~l Į ra -- 
(d e(l a1, (i 1 + dos 一 + ees 二 一 一 -- 十 ssa m 一 一 一 一 
a n » m+] m+k m+n 


一 05- ~ 46 oye eee, 十 2 - em, Asje, talp J ees 
+ on-i-a k., do*Qüt te dy. e(lyttttüa 
4-909-1-5, (oe ron, Qa tu ttt ta 
4+ 99-1-4,,, eget p huy ttr, + ose 


+29 17? esdgedie tm Hd. 


其 中 (a-l) - 25.70 (734k, ;:0,1,*+,m, H9-1-2,€ 
Z, (@—-[)-a,=(1-1])-a@=-], al i, 等 号 右边 除去 


a ken pelje eed,.. dE esl, 


1 
= de hied ttt. s, ‘Akti * cq, 


这 -一 项 之 外 ， 各 项 都 是 整数 。 而 这 -一 项 的 分 子 是 奇 自然 数 ， 
分 母 是 偶数 2 ， 因 此 啡 独 这 一 项 不 是 整数 。 这 表明 乘积 
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| l H J 
22-' *íl eil, one «(1 人 = 二 eae 十 一 
um “Am m+] m+n 


AN ETB BL. H2" sdgtdyer € N. BOUE 


3 an 3-L 型 板 按 (a), (b) 两 种 方向 使 用 ( 见 图 1) ,我 
们 对 6x 6 的 太 格 盘 的 每 格 染 上 三 色 中 的 一 种 颜色 《用 1 ,2,3 


| | | 

+ rd Bc 

MEE | 
(a) ( b) (€) 


(d) 
B] 1 


表示 3 种 颜色 )( 见 图 2, 图 3) 。 如 果 3-L 型 板 按 (6) , (0 7 XX 
征用， 则 按 图 2 RE. 


: de 
| s an | 
a NNNM vee be ee eer | 
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图 2 RM: 任何 (al), (b> 方向 的 3 一 型 板 盖 住 的 三 格 中 
恰 有 两 色 ， 图 2 表明， 任何 (0) , (D 方向 的 3- 工 型 板 盖 住 的 
三 格 中 也 和 丛 有 两 色 。 但 在 任何 一 种 情况 下 ，3 x 1 型 板 总 是 六 
住 三 种 颜色 的 三 个 小 方 格 ， 因 而 总 有 不 被 盖 住 的 方 格 。 这 表 
8H; 6x6 的 方 格 盘 不 可 能 被 一 个 3-L 型 板 和 十 一 个 3 x 1 型 极 


对 于 任意 ARK, ABnSk, MAS Sk, ARS 
归纳 法 。 

(1) 4kK=1R, SIEN, Af (M1, 这 表明 KK=1 
IT ify ea De AT. 

(2) WB k, 4nSkit, fin) mk. ZEK+L, 

当 nekelBp, n-1>k KIA Ri, xj—5)n-1 
ck, BA fn-D>k, WMCFERSSEfO-D.BUEBIIqUB 
Be A 

fLf in - D 2k, 


因此 ， 
f (n) 2fLf-1)]zk, 


Bt LA 
f (n) zk-l, 


这 表明 n - ke 1 时 命题 也 成 立 。 

由 0) , (2) 所 证 知 ， 辅 助 命题 为 真 。 

由 天 的 任意 性 , Kk=n, WA fm) Sn 对 一 切 nEN 成 
We 


5—J i, 取 n=f(k) ,不 等 式 fn) zn 就 成 为 
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Lf (hk) )2f qo, 
ay Ml 
fa -D»fuUfd)jaojfqdo, 
xx ze Hj] ER C OO JE PER BS ERE. [A 


fin* Df i], 
所 以 
n+1>/(n), 
即 nfn). 
根据 我 们 证 出 的 关系 
pee , 
nf (n) 


知 ， 对 一 切 nEN BA fin) =n, 


I = {全 部 地 手 }， 

A = (B BD BAS E), 

B = { 第 二 题 对 的 考生 )， 

C =1{ 第 三 题 对 的 芳 生 用 

D = {FR VOR HE. 
ix nO» 表示 集 忆 中 的 元 素数 。 则 ”mA4) 2235, n(ANB) 
=59,n(ANC) =29,n(AND)=15, nCANBACAD) =3。 
因为 

n(ANBNC)>n(ANBNCND) =3, 

lg, n(ANCND), n(AQBOD) >3, ATR, 


n(ANBNO) +n(AN BAD) +nANCND) 
-n(ANBICND>E, 
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注意 到 
n(ANBNOND) =n AN B+C+D)} 
=n(A+B+C+D) -n(B+C+D) 
=[n(A) +niB) +n(C) +n(D) -nl ANB) 
- n(ANC) -n(ANDY —n( BC) — oo 
+n(AN BOC) +e —- n(ANBNCND)] 
~ n{B) #n(C) +n(D) -n(BNC) -n(C f) D) 
-n(BND) #n(BNCND)) 
-n(A)-n(A(] B) -nl ANC) -n(AND) 
tnCAN BOC -»ncAD BOD) +n(ANQCnD) 
-MANBNEND 
> 235 ~ 53 — 29 — 15 + 6 = 138, 
可 见 
nCAN BO GND) 2139 =3 x 46+1>3 x 46, 
由 抽 屋 原则 知 ， 存 在 一 个 国家 ， 该 国 派出 的 选手 中 至 少 
有 4 人 做 对 了 且 只 做 对 了 第 一 题 ， 


CB parte Ht, i a] A) BE 
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初等 数学 问题 了 (2) 


1。 车 5 是 一 个 不 等 于 5 的 奇 素数 ， 
KIE: 5-15 p +1 HEPF-TERLIOERR. 
2. GA. nA DT 3 HAR. 
RUE, 2^-!(2^— 1)=1 (mod 9), 
3. 已 知 数列 的 前 14 项 是 : 4,0,9,10,14,15,21,22,25, 
26,33,34,35,38，…。 
求 它 的 第 15,16,17 项 。 
4. BA né TRR, nir, rez. 
求证 ， 不 定 方 程 X*+y"*=2z' 有 整数 解 。 
9. 若 xi>0, D Sl, tee =m (126), 


$^] 


求证 : [| Citn en, 
6. 求证， 数列 {tg nj 24 n— + ok EKK. 


(n+1)"*? n? 
5^ mI (n=2,3,4,.%.).。 


7. RULE: 


GRENE aa, KREMER 


(D 这 个 专栏 是 出 北京 大 学 和 附中 陈 介 刚 主 持 下 编写 的 。 每 著 都 出 具 有 丰富 
的 中 学 数学 教学 经 验 的 教师 给 出 若干 有 趣味 性 的 教学 问题 ， 在 下 一 期 给 出 这 S 
加 题 的 解答 。 一 一 编者 广 
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EE ., 


数学 小 丛书 一 一 知 配 之 花 
(3) 
+ £€ H x 

硬币 翻 面 
Ha. KER Hetk 
游历 迷宫 
国际 象 柑 中 的 “nm E” ng 
从 麻 方 到 立方 体型 难题 
无 处 不 在 的 3:4:5 三 角形 
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